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摘　要　在L 1 空间中证明了带M axw ell 积分型边界条件的定态球介质迁移方程临界本征值

的存在性, 并且给出了临界本征值的一系列分析性质。
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1　引言

描述定态迁移系统的临界参数与临界分布函数的存在性及其分析性质是迁移理论中的研

究课题之一。在自由边界条件和反射边界条件下, 对这一问题已有许多研究[ 1, 2 ] , 但是, 对带

M axw ell 边界条件的临界迁移问题的研究目前还很少[ 3 ] , 文献 [ 4, 5 ]对板模型作了一些讨论。

本文研究如下的带M axw ell 积分型边界条件的定态球介质迁移方程:
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其中 (r, Λ, v )∈G = [0, R ]×[ - 1, 1 ]× (V m ,V M ], 0< V m < V M < + ∞,

ûvΛû f (R , Λ, v ) =∫
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V m

dv′∫
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Α(Λ, Λ′; v , v′) v′Λ′f (R , Λ′, v′) dΛ′ (2)

其中 (Λ, v )∈[ - 1, 0)× (V m ,V M ], f (r, Λ, v )是单粒子分布函数, ∑ (r, Λ, v ) 和k (r, v , v′) 分别

为迁移系统的总截面和碰撞核, Α(Λ, Λ′; v , v′) 为边界上的散射系数。根据系统的物理意义, 我

们对以上参数作如下假设:

(A ) 　∑ (r, Λ, v ) 和 k (r, v , v′) 分别为定义于G 和[0, R ]× (V m , V M ]× (V m , V M ]上的非

负有界可测函数, 并且满足: Κ0= essinf
(r, Λ, v )∈G

{∑ (r, Λ, v ) } > 0, k (r, v , v′) > 0.

(B )　Α(Λ, Λ′; v , v′)为定义于 [ - 1, 0) × (0, 1 ]× (V m , V M ]× (V m , V M ]上的非负有界可测

函数, 并且满足:∫
VM

V m

dv∫
0

- 1
Α(Λ, Λ′; v , v′) dΛ≤ 1.

对方程 (1) (2)作变换: x = rΛ, y = r 1- Λ2 , v = v , (r, Λ, v ) ∈G , 记 Υ(x , y , v ) = f ( r, Λ, v ) ,

则有
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Υ(x , y , v ) + v∑ ( x 2 + y 2 ,

x
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, v ) Υ(x , y , v )

=
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V m
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- r
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k (r, v , v′) Υ(z , r2 - z 2 , v′) dz (3)

其中 r = x 2 + y 2 , (x , y , v ) ∈D = { (x , y , v ) ûx 2 + y 2 ≤R 2, y ≥ 0,V m < v ≤V M }.

vy
R 2 Υ(- R 2- y 2 , y , v )

=∫
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V m

dv′∫
R
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R
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R
; v , v′) v′y′

R 2 Υ( R 2 - y ′2 , y ′, v′) dy′

(4)

其中 (y , v )∈S = { (y , v ) û0≤y≤R ,V m < v≤V m }.

本文选取具有物理意义的带权L
1 空间作为状态空间, 即L

1 (D , y dx dy dv ) 及 L
1 (S ,

vy
R 2

dy dv ) , 其中的范数和正锥分别为:

‖Υ‖ =∫D
ûΥ(x , y , v ) ûy dx dy dv , Υ∈L 1 (D , y dx dy dv )

‖Ω‖ =∫S
ûΩ(y , v ) û vy

R 2dy dv , Ω∈L 1 (S ,
vy
R 2 dy dv )

L
1 (D , y dx dy dv ) + = {ΥûΥ∈L

1 (D , y dx dy dv )且 Υ(x , y , v )≥0, a. e}

L
1 (S ,

vy
R 2dy dv ) + = {ΩûΩ∈L

1 (S ,
vy
R 2dy dv )且 Ω(y , v )≥0, a. e}

记X = L
1 (D , y dx dy dv ) , Y = L

1 (S ,
vy
R 2dy dv ) , 其正锥分别记为X + 和 Y + 。熟知 (X , X + ,

‖·‖)和 (Y , Y + , ‖·‖)都是复Banach 格。定义如下算子:

B : X →X ; (B Υ) (x , y , v ) = v
5Υ
5x

+ v∑ ( x 2 + y 2 ,
x

x 2 + y 2
, v ) Υ,

D (B ) = {Υ∈X ûΥ满足 ( i)B Υ∈X ; ( ii) Υ(± R 2- y 2 , y , v )∈Y 并且满足边界条件 (4) },

K : X →X ; (K Υ) (x , y , v ) =
1
r∫

VM

V m

dv′∫
r

- r
k (r, v , v′) Υ(z , r2 - z 2 , v′) dz ,D (K ) = X .

由 (A )知 K 为有界线性算子并且 (3) (4)等价于如下的算子方程:

B Υ=
1
ΚK Υ, Υ∈D (B ) (5)

2　临界本征值的存在性

　　　　为表述简便, 记w = R 2- y 2 ,w ′= R 2- y ′2 , 记

△ (x , y , v ) = exp [ - ∫
x

- w∑ ( z 2 + y 2 ,
z

z 2 + y 2
, v ) dz ],

M (y , y′; v , v′) =
v′y ′
R vw

Α(-
w
R

,
w ′
R

; v , v′)△ (w ′, y ′, v′) , (y , v )∈S , (y′, v′)∈S ,

H (y , v; x ′, y′, v′) =
y′

R vw
Α(-

w
R

,
w ′
R

; v , v′)
△ (w ′, y ′, v′)
△ (x ′, y′, v′) , (y , v )∈S , (x ′, y′, v′)∈D 1

构造如下一系列线性算子:

M : Y → Y ; (M Ω) (y , v ) =∫S
M (y , y ′; v , v′) Υ(y′, v′) dy′dv′;

H : X → Y ; (H Υ) (y , v ) =∫D
H (y , v; x ′, y ′, v′) Υ(x ′, y ′, v′) dx ′dy′dv′;
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L : Y →X ; (L Ω) (x , y , v ) = △ (x , y , v ) Ω(y , v ) ;

P : X →X ; (P Υ) (x , y , v ) =∫
x

- w

1
v

△ (x , y , v )
△ (x ′, y , v ) Υ(x ′, y , v ) dx ′;

引理 2. 1　算子M , H ,L 和 P 均是有界线性算子, 并且存在 Α0∈ (0, 1 ]使得

　　‖M ‖≤Α0, ‖H ‖≤
Α0

R 2 , ‖L ‖≤R
Κ0

, ‖P ‖≤ 1
Κ0

.

证明　以M 为例证明之。设 Ω∈Y , 则

‖M Ω‖ =∫S
û (M Ω) (y , v ) û vy

R 2dy dv =∫S
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Α(-

w
R

,
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令 Α0= esssup
(y′, v′)∈S∫
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V m

dv∫
R

0

y
Rw

Α(-
w
R

,
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; v , v′) dy = esssup
(y′, v′)∈S∫

VM

V m

dv∫
0

- 1
Α(Λ,

w ′
R

; v , v′) dΛ, 由条

件 (B )知 Α0∈ (0, 1 ]且由上面的推导知

‖M Ω‖≤ Α0∫S
exp (- 2Κ0w ′) ûΩ(y′, v′) û v′y′

R 2 dy′dv′< Α0úΩú ,

即úM ú≤Α0.

引理2. 2　算子M 是弱紧的; 并且 r (M ) < 1, 从而1∈Θ(M ).

证明　关于算子M 的弱紧性的证明见[6 ], 现在证明 r (M ) < 1, 由[ 7 ]知M 的非零谱点均

是M 的具有有限代数重数的本征值。另一方面, 由M 的定义知M 为正算子。因此, 若 r (M ) >

0, 则 r (M ) 必是M 的本征值[ 8 ] , 故存在 Ω∈Y ø {0}, 使得M Ω= r (M ) Ω, 从而有úM Ωú = r (M ) ú Ω
ú。但是, 由引理2. 1的证明过程知对任何Ω∈Y 都有úM Ωú< Α0úΩú。综上所述有 Ω∈Y ø{0}使得 r

(M ) úΩú< Α0úΩú , 即有 r (M ) < Α0≤1, 另外, 由[9 ]知1∈Θ(M ). 证毕.

引理2. 3　算子B 存在有界逆算子B
- 1, 并且

　　B
- 1= L ( I - M ) - 1

H + P (6)

证明　由引理2. 2及[9 ]知 (6)式右端是有界线性算子并且等于L (∑
∞

n= 0

M n)H + P , 记其为

Q 1首先证明值域R (Q ) < D (B ) , 对Π Υ∈X 有

(Q Υ) (x , y , v ) = (L ( I - M ) - 1
H Υ) (x , y , v ) + (P Υ) (x , y , v )

在上式中分别令 x = - w ′及 x = w 得,

(Q Υ) (- w , y , v ) = ( ( I - M ) - 1
H Υ) (y , v ) (7)

(Q Υ) (w , y , v ) = △ (w , y , v ) ( ( I - M ) - 1
H Υ) (y , v )

　　 +∫
w

- w

1
v

exp [ - ∫
w

x′∑ ( z 2 + y 2 ,
z

z 2 + y 2
, v ) dz ]Υ(x ′, y , v ) dx ′ (8)

由 (8)经过复杂运算得

∫
VM

V m

dv′∫
R

0

y
Rw

Α(-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) v′y′
R 2 (Q Υ) (w ′, y ′, v′) dy′=

vy
R 2 ( ( I - M ) - 1H Υ) (y , v )

考虑到 (7)知Q Υ满足边界条件 (4) , 所以Q Υ∈D (B ) , 由 Υ∈X 的任意性即知R (Q ) < D (B ) 1
其次, 证明B Q = I , Π Υ∈X 有

(B Q Υ) (x , y , v ) = (B L ( I - M ) - 1H Υ) (x , y , v ) + (B P Υ) (x , y , v )
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= v
5

5x
△ (x , y , v ) ( ( I - M ) - 1H Υ) (y , v )

+ v∑ ( x 2 + y 2 ,
x

x 2 + y 2
, v )△ (x , y , v ) ( ( I - M ) - 1H Υ) (y , v )

+ v
5

5x
(P Υ) (x , y , v ) + v∑ ( x 2 + y 2 ,

x

x 2 + y 2
, v ) (P Υ) (x , y , v ) = Υ(x , y , v )

即有B Q = I 1
最后证明QB < I 1对Π Υ∈D (B )经过复杂运算得

(PB Υ) (x , y , v ) = Υ(x , y , v ) - △ (x , y , v ) Υ(- w , y , v ) (9)

同理可得

(H B Υ) (y , v ) =∫S

v′y′
R vw

Α(-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) Υ(w ′, y ′, v′) dy′dv′

　　　　　　 - ∫S
M (y , y ′; v , v′) Υ(- w ′, y′, v′) dy′dv′ (10)

记 Ω(y , v ) = Υ(- w , y , v ) , 因 Υ满足边界条件 (4) , 由 (10) 得 (H B Υ) (y , v ) = ( ( I - M ) Ω) (y , v ) 1
所以,

(L ( I - M ) - 1
H B Υ) (x , y , v ) = △ (x , y , v ) Ω(y , v ) (11)

由 (9) (11)得 (QB Υ) (x , y , v ) = Υ(x , y , v ) , Π Υ∈D (B ) , 即QB < I. 综上所述我们知B
- 1存在、有

界并且 (6)式成立1证毕1
引理2. 4　算子 (KB

- 1) 5为紧算子1
证明　证法同文献[10 ]1
引理2. 5　KB

- 1为 X 上的非支柱算子 (non suppo rt ing opera to r).

证明　由定义知M , H ,L 和 P 均为正算子, 考虑到引理2. 3及文献[8 ]知B
- 1为正算子, 从

而 KB
- 1为正算子。为证 KB

- 1为非支柱算子, 只需证明对任何 Υ∈X + , Υ≠0及任何自然数 n 都

有[ 8 ]

(KB
- 1) nΥ(x , y , v ) > 0, (x , y , v )∈D , a. e (12)

反设存在某个 Υ0 ∈X + 及自然数 n 使得 (12) 不成立, 即存在 E < D , m esE > 0使得

(KB
- 1) nΥ0 (x , y , v ) = 0, Π (x , y , v )∈E 1由条件 (A ) 知: 只要 Υ∈X + ø{0}就有 (K Υ) (x , y , v ) > 0

对几乎所有 (x , y , v ) ∈D 成立。但是 K 和B
- 1均为正算子并且 (KB

- 1) n= K [B - 1 (KB
- 1) n- 1 ],

由上面的讨论知必有B
- 1 (KB

- 1) n- 1Υ0= 0, 即有 (KB
- 1) n- 1Υ0= 0, 依此类推可得 Υ0= 0, 矛盾1

由引理2. 3知B
- 1存在且有界, 因此临界本征值问题 (5)就等价于如下的本征值问题:

B
- 1

K Υ= ΚΥ, Κ≠0 (13)

由[9 ]知 (13)又等价于如下的本征值问题:

KB
- 1Υ= ΚΥ, Κ≠0 (14)

因此, 对临界本征值问题 (5)的讨论最终归结为对本征值问题 (14) 的讨论。我们称实数 Κ3

为 (5) 的临界本征值是指[ 1, 2, 4 ]: ( i) Κ3 ≠0为 (14) 的按模最大的实本征值; ( ii) Κ3 为 (14) 的简单

本征值, 其本征子空间由一个几乎处处正的本征函数张成; (iii) (14)的其它本征值均不存在非

负本征函数1
由引理2. 4, 引理2. 5和[8 ]得,

定理2. 1　算子 KB
- 1的谱半径 r (KB

- 1) > 0, 并且 Κ3 = r (KB
- 1)就是 (5)的临界本征值1
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3　临界本征值的分析性质

设函数组序列 {∑n
(r, Λ, v ) , k n (r, v , v′) , Αn (Λ, Λ′; v , v′) } (n = 1, 2, 3, ⋯) 中的每一组均

满足条件 (A )与 (B ) , 前述的相应于第 n 个函数组{∑n (r, Λ, v ) , k n (r, v , v′) , Αn (Λ, Λ′; v , v′) }所

确定的临界迁移系统的一系列算子分别记为B n , K n ,M n , H n ,L n 和 P n1
由定理2. 1知: 对每个自然数 n , 定态迁移系统

B nΥ=
1
ΚK nΥ, Κ≠0 (15)

必存在临界本征值, 记为 Κ3
n , 且 Κ3

n = r (K nB
- 1
n ).

定理3. 1　设

( i)∑1
(r, Λ, v ) ≥∑2

(r, Λ, v ) , (r, Λ, v ) ∈G;

( i i) k 1 (r, v , v′) ≤ k 2 (r, v , v′) , (r, v , v′) ∈ [0, R ] × (V m ,V M ]2;

( i i i) Α1 (Λ, Λ′; v , v′) ≤ Α2 (Λ, Λ′; v , v′) , (Λ, Λ′; v , v′) ∈ [ - 1, 0) × (0, 1 ] × (V m ,V M ]2,

则 Κ3
1 ≤Κ3

2 。若假设以上三条中不等式至少有一个使等号不能几乎处处成立, 则有 Κ3
1 < Κ3

2 .

证明　若条件 ( i) , ( ii) 和 ( iii) 成立, 则由算子M n, H n , L n , P n 和 K n 的定义知M 1≤M 2; H 1

≤H 2; L 1≤L 2; P 1≤P 2, K 1≤K 21再由 (6) 得B
- 1
1 ≤B

- 1
2 , 从而有 K 1B

- 1
1 ≤K 2B

- 1
2 1利用正算子的

比较定理得[ 8 ]

Κ3
1 = r (K 1B

- 1
1 )≤r (K 2B

- 1
2 ) = Κ3

2 .

如果假设条件中的三个不等式中至少有一个使等号不能几乎处处成立, 不妨设 Α1 (Λ, Λ′;
v , v′) 和 Α2 (Λ, Λ′; v , v′) 不几乎处处相等, 则当 Υ( r, Λ, v ) ≡1时必有H 1Υ≠H 2Υ. 否则, 若H 1Υ=

H 2Υ, 则有

∫D

y′
R vw

Α1 (-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) exp [ - ∫
w ′

x′∑1
( z 2 + y ′2 ,

z

z 2 + y ′2
, v′) dz ]dx ′dy ′dv′

=∫D

y′
R vw

Α2 (-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) exp [ - ∫
w ′

x′∑2
( z 2 + y ′2 ,

z

z 2 + y ′2
, v′) dz ]dx ′dy ′dv′

考虑到 ( i)和 ( iii) , 我们有

∫D

y′
R vw

Α1 (-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) exp [ - ∫
w ′

x′∑2
( z 2 + y ′2 ,

z

z 2 + y ′2
, v′) dz ]dx ′dy ′dv′

=∫D

y′
R vw

Α2 (-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) exp [ - ∫
w ′

x′∑2
( z 2 + y ′2 ,

z

z 2 + y ′2
, v′) dz ]dx ′dy ′dv′

由于右端被积函数不小于左端的被积函数, 所以 Α1 (-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) = Α2 (-
w
R

,
w ′
R

; v , v′)

即 Α1 (Λ, Λ′; v , v′) = Α2 (Λ, Λ′; v , v′) , 这与假设矛盾。因此 H 1Υ≠H 2Υ, 考虑到 H 1Υ≤H 2Υ就有

H 1Υ< H 2Υ1由此利用 (6) 式及类似方法, 可以证明 K 1B
- 1
1 Υ< K 2B

- 1
2 Υ1又由引理2. 5知 K iB

- 1
i ( i

= 1, 2)为非支柱算子, 应用文献[8 ]中的比较定理得 r (K 1B
- 1
1 ) < r (K 2B

- 1
2 ) , 即 Κ3

1 < Κ3
2 1证毕1

定理3. 2　设

( i)∑n
(r, Λ, v )

L ∞ (G)

∑ (r, Λ, v ) , (n →∞) ;

( i i) k n (r, v , v′)
L ∞ ( [ 0, R ] × (V m , V M ]2)

k (r, v , v′) , (n →∞) ;

( i i i) Αn (Λ, Λ′; v , v′)
L ∞ ( [ - 1, 0) × (0, 1 ] × (V m , V M ]2)

Α(Λ, Λ′; v , v′) 1
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则有 lim
n→∞

Κ3
n = Κ3 1

证明　先证明在定理的条件下有:

lim
n→∞

úK n- K ú= 0, lim
n→∞

úM n- M ú= 0, lim
n→∞

úH n- H ú= 0,

lim
n→∞

úL n- L ú= 0, lim
n→∞

úP n- P ú= 0

以 lim
n→∞

úM n- M ú= 0为例证之, 其余类似证明1对Π Ω∈Y ,

úM nΩ- M Ωú =∫S
û∫S

(M n (y , y ′; v , v′) - M (y , y′; v , v ) ) Ω(y′, v′) dy′dv′ûdy dv

≤esssup
(y′, v′)∈S

(∫S
ûM n (y , y ′; v , v′) - M (y , y′; v , v′) ûdy dv ) úΩú

所以

úM n- M ú≤esssup
(y′, v′)∈S

(∫S
ûM n (y , y ′; v , v′) - M (y , y′; v , v′) ûdy dv ) (16)

但是

∫S
ûM n (y , y ′; v , v′) - M (y , y ′; v , v′) ûdy dv

≤∫S

v′y′
R vw

ûΑn (-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) - Α(-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) ûdy dv

+∫S

v′y′
R vw

Α(-
w
R

,
w ′
R

; v , v′) û△n (w ′, y′, v′) - △ (w ′, y′, v′) ûdy dv

由定理的条件 ( i)和 ( iii)知:

　　 essup
(y′, v′)∈S

(∫S
ûM n (y , y′; v , v′) - M (y , y ′; v , v′) ûdy dv ) → 0 (n →∞) (17)

由 (16) (17)得 lim
n→∞

úM n- M ú= 01

利用以上结果和引理2. 1, 引理2. 3知

lim
n→∞

úK nB
- 1
n - KB

- 1ú= 0 (18)

由此可得

(K nB
- 1
n ) 5= (KB

- 1) 5+ T n (19)

其中 lim
n→∞

T n= 01由引理2. 4及文献 [ 11 ]知{K nB
- 1
n }是5阶拟总体列紧算子序列1又由定理2. 1,

(18)式及文献[11 ]中的逼近定理知: 当 n 充分大时, K nB
- 1
n 必有本征值 Κ′n (n= 1, 2, ⋯) , 使得

lim
n→∞

Κ′n= Κ3 = r (KB
- 1) 1但是 lim

n→∞
ûΚ′nûΚ3

n = r (K nB
- 1
n )≥ûΚ′nû (n= 1, 2, ⋯) , 所以

lim
n→∞

Κ3
n ≥lim

n→∞
ûΚ′

nû= lim
n→∞

ûΚ′nû= lim
n→∞

Κ′n= Κ3 (20)

另一方面, 由 (18)不难证明对任何自然数 k 均有 lim
n→∞

ú (K nB
- 1
n ) k ú= ú (KB

- 1) k ú , 所以

lim
n→∞

ú (K nB
- 1
n ) k ú 1ök = ú (KB

- 1) k ú 1ök , k= 1, 2⋯, 令 k→∞得[ 9 ]

lim
k→∞

lim
n→∞

ú (K nB
- 1
n ) k ú 1ök = lim

k→∞
ú (KB

- 1) k ú 1ök = Κ3 (21)

但是对任何自然数 k 有[ 9 ]: ú (K nB
- 1
n ) k ú 1ök≥r (K nB

- 1
n ) , 从而有

lim
n→∞

ú (K nB
- 1
n ) k ú 1ök≥lim

——

n→∞
r (K nB

- 1
n ) = lim

——

n→∞
Κ3

n (k = 1, 2, ⋯) ,

结合 (21)式得:

lim
——

n→∞
Κ3

n ≤lim
k→∞

lim
n→∞

ú (K nB
- 1
n ) k ú 1ök = Κ3 (22)

由 (20)、(22)得 lim
n→∞

Κ3
n = Κ3 .
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C rit ica l E igenvalue fo r the Steady- Sta te T ran spo rt

Equat ion w ith M axw ell Boundary Condit ion
Zhang X ianw en

(D ep t of M ath, X inyang T eachers Co llege. X inyang, H enan; Ch ina 464000)

H uang T ianxue
(D ep t of M ath, X inyang Educational Co llege. X inyang, H enan; Ch ina 464000)

Abstract　T he ex istence of the crit ica l eigenvalue fo r the steady- sta te spherica l t ran s2
po rt equat ion w ith M axw ell boundary condit ion of in tegra l type is p roved in L

1 space, fu rther2
m o re, a series of ana lyt ica l p ropert ies of the crit ica l eigenvalue are g iven.

Key words　M axw ell boundary condit ion; T ran spo rt equat ion; C rit ica l eigenvalue
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