
F-CC调和映射的若干结果

冯书香, 蒋凯歌, 李静

引用本文:
冯书香,  蒋凯歌,  李静.  F-CC调和映射的若干结果[J]. 信阳师范学院学报自然科学版, 2020, 33(1):
31-36. doi: 10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.006
FENG Shuxiang, JIANG Kaige, LI Jing. Some Results for F-CC-harmonic Maps[J]. Journal of Xinyang
Normal  University  (Natural  Science  Edition),  2020,  33(1):  31-36.  doi:  10.3969/j.issn.1003-
0972.2020.01.006

在线阅读 View online: https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.006

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

具有势函数的拟-F-调和映射的若干结果

Some Results for Quasi-F-harmonic Maps with Potential

信阳师范学院学报自然科学版, 2018, 31(1): 5-10.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2018.01.002

CC-稳态映射的刘维尔型定理

Liouville Type Theorems for CC-stationary Maps

信阳师范学院学报自然科学版, 2017, 30(1): 22-27.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2017.01.006

带位势的弱F-调和映照的单调公式

Monotonicity Formulas of Weakly F-harmonic Map with Potential

信阳师范学院学报自然科学版, 2016, 29(2): 165-170.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2016.02.003

Hadamard流形中子流形的p-调和函数的刘维尔型定理

Liouville Type Theorems for p-harmonic Functions on Submanifolds in a Hadamard Manifold

信阳师范学院学报自然科学版, 2019, 32(1): 11-16.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2019.01.003

非正截面曲率空间中 F-双调和子流形的若干结果

Some Results of F -biharmonic Submanifolds in the Non-positive Sectional Curvature Space

信阳师范学院学报自然科学版, 2016, 29(4): 501-506.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2016.04.005

http://journal.xynu.edu.cn/
http://journal.xynu.edu.cn/
http://journal.xynu.edu.cn/
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.006
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2018.01.002
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2017.01.006
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2016.02.003
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2019.01.003
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2016.04.005


ＤＯＩ：１０．３９６９ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１００３⁃０９７２．２０２０．０１．００６　 　 文章编号： １００３⁃０９７２（２０２０）０１⁃００３１⁃０６

Ｆ⁃ＣＣ 调和映射的若干结果

冯书香１，蒋凯歌２∗，李　 静３

（１．信阳师范学院 数学与统计学院，河南 信阳 ４６４０００； ２．中山大学 数学学院，广东 广州 ５１０２７５；
３．南京理工大学 理学院，江苏 南京 ２１００９４）

摘　 要：引入从黎曼流形到伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流形间的 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射的水平能量泛函． 利用 Ｆ⁃水平应力⁃能量

张量的增长条件和该映射在无穷远点处的渐近条件得到一些刘维尔型结果．
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０　 引言

近几年来，伪⁃Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 几何学已经受到了广泛关

注［１⁃５］ ．调和映射是能量泛函

Ｅ（ｕ） ＝ １
２ ∫Ｍ ｄｕ ２ｄｖｇ

映射的临界点，是黎曼测地线的推广．最近，种田等［６］ 研究

了从黎曼流形到伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流形之间的一个映射 ｕ：（Ｍ，
ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ），并关于这个映射引入了一个水平能

量泛函

ＥＨ（ｕ） ＝ １
２ ∫Ｍ ｄｕＨ

２ｄｖｇ，

如果对于任意的水平变分向量场，它都是 ＥＨ（ｕ）的一个临

界点，那么这个映射称为 ＣＣ⁃调和映射．与调和映射类似，
水平应力⁃能量张量是证明 ＣＣ⁃调和映射能量守恒的重要

工具．种田等［７］引入了与水平能量 ＥＨ（ｕ）有关的水平应力⁃
能量张量，得到了从黎曼流形到伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流形的任意水

平 ＣＣ⁃调和映射都满足守恒律，得到了从黎曼流形到

Ｓａｓａｋｉａｎ流形的任意 ＣＣ⁃调和映射也满足这个守恒律，然后

利用水平应力⁃能力张量，得到了一些能量单调公式和关于

ＥＨ（ｕ）的 ＣＣ⁃调和映射的刘维尔型结果．
设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是从黎曼流形到伪⁃Ｈｅｒ⁃

ｍｉｔｉａｎ 流形的光滑映射，对 Ｍ 中任意具有光滑边界的有界

区域 Ｄ，引进 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射的水平能量泛函 ｅＦＨ，Ｄ（ ｆ）如下：

ｅＦＨ，Ｄ（ ｆ） ＝ ∫
Ｄ
Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
）ｄｖｇ，

其中 Ｆ：［０，¥）→［０，¥）是一个 Ｃ２ 函数且 Ｆ（０）＝ ０，在［０，
¥）上 Ｆ′（ ｔ）＞０，ｄｆＨ ＝πＨ °　 ｄｆ．

如果 ｆ 是 Ｆ⁃水平能量泛函 ｅＦＨ，Ｄ（ ｆ）关于任意的水平变

分向量场 Ｖ∈Γ（ ｆ－１Ｈ（Ｎ））的临界点（Ｖ 的支集落在 Ｄ 中），
那么称 ｆ 是 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射．本文利用 Ｆ⁃水平应力⁃能量张

量得到单调不等式，利用单调不等式和比较定理等方法得

到一些刘维尔型结果．

１　 预备知识

设 Ｎ 是一个实（２ｎ＋１）维光滑可微流形．ＴＮ􀱋Ｃ 是 Ｎ 上

的复化切丛．Ｔ１，０Ｎ⊆ＴＮ􀱋Ｃ 是秩为 ｎ 的复子丛．若 Ｔ１，０Ｎ∩
Ｔ０，１Ｎ＝ ０ 且［Ｔ１，０Ｎ，Ｔ１，０Ｎ］⊆Ｔ１，０Ｎ，则 Ｔ１，０Ｎ 被称为 Ｎ 上的

一个 ＣＲ 结构，其中 Ｔ０，１Ｎ＝Ｔ１，０Ｎ．
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　 　 对于任意的 Ｘ，Ｙ∈Γ（Ｈ（Ｎ）），通过构建

ｇθ（Ｘ，Ｙ）＝
１
２
ｄθ（Ｘ，ＴｂＹ）

来定义双线性形式 Ｇθ ．因为 Ｌθ 和 Ｇθ 在 Ｈ（Ｎ）􀱋Ｈ（Ｎ）上是

一致的（Ｃ 线性扩展为Ｈ（Ｎ）􀱋Ｃ），所以对于任意的 Ｘ，Ｙ∈
Γ（Ｈ（Ｎ）），都有

Ｇθ（ＪｂＸ，ＪｂＹ）＝ Ｇθ（Ｘ，Ｙ） ．
定义 １　 设（Ｎ，Ｔ１，０Ｎ）是一个可定向的 ＣＲ 流形且 θ 是

Ｎ 上的一个固定的伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 结构．如果它的 Ｌｅｖｉ 形式 Ｌθ

是正定的，那么（Ｎ，Ｔ１，０Ｎ）是一个严格伪凸的 ＣＲ 流形．
注　 本文只考虑严格伪凸的 ＣＲ 流形．如果（Ｎ，Ｔ１，０Ｎ）

是一个严格伪凸的 ＣＲ 流形并且 θ 是使得 Ｌθ 正定的伪

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ结构，那么（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊｂ，θ）称为伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流

形．
如果（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊｂ，θ）是一个伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 结构，那么在

Ｎ 上存在一个特殊的定义全局的非零切向量场 Ｔ，横截于

Ｈ（Ｎ），且满足 θ（Ｔ）＝ １，Ｔｄθ＝ ０．
向量 Ｔ 也同样适用于作为特征方向．因此有以下分解：

ＴＮ＝Ｈ（Ｎ）􀱇ＲＴ．运用这个分解，可以把 Ｇθ 延伸到 Ｎ 上的

一个黎曼度量 Ｇθ ．对于任意的 Ｘ，Ｙ∈Γ（ＴＮ），可以由

ｇθ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｇθ（πＨＸ，πＨＹ）＋θ（Ｘ）θ（Ｙ）
给出 ｇθ 作为黎曼度量，其中 πＨ：ＴＮ→Ｈ（Ｎ）是与直和分解

有关的投影．Ｇθ 被称为 Ｗｅｂｓｔｅｒ 度量．
在伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流形上，存在一个保持了复合结构和

Ｗｅｂｓｔｅｒ 度量的标准的线性联络．
定理 １［８］ 　 设（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是一个伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流

形．设 Ｔ 为特征方向且 Ｊ 是 Ｈ（Ｎ）上的复合结构（推广到 ＴＮ
上的自同态需要 ＪＴ ＝ ０） ．设 ｇθ 是 Ｗｅｂｓｔｅｒ 度量，则在 Ｎ 上

有一个特殊的线性联络（称为 Ｔａｎａｋａ⁃Ｗｅｂｓｔｅｒ 联络）只要满

足

（ｉ） Ｌｅｖｉ 分布 Ｈ（Ｎ）关于Ñ是平行的；
（ｉｉ） ÑＪ＝ ０，Ñｇθ ＝ ０；
（ｉｉｉ） Ñ的挠率 ＴÑ 满足以下条件：对于任意的 Ｚ，Ｗ∈

Ｔ１，０Ｎ，ＴÑ（Ｚ，Ｗ）＝ ０，

ＴÑ（Ｚ，Ｗ
－
）＝ ２ －１Ｌθ（Ｚ，Ｗ

－
）Ｔ

和 τＪ＋Ｊτ＝ ０．
τ 表示伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 挠率，由 τ（Ｘ）＝ ＴÑ（Ｔ，Ｘ）定义的取

值于 Ｈ（Ｎ）的 １⁃形式，记为 τ（Ｔ１，０Ｎ）⊆Ｔ１，０Ｎ 并且 τ 是 ｇθ 对

称的．
注　 由定理 １ 可以得到ÑＴ ＝ ０ 且Ñθ ＝ ０，伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ

挠率 τ 关于 ｇθ 和 ｔｒａｃｅ τ＝ ０ 是自共轭的，构造

Ａ（Ｘ，Ｙ）＝ ｇθ（τＸ，Ｙ），则 Ａ（Ｘ，Ｙ）＝ Ａ（Ｙ，Ｘ） ［８］ ．
特别地，如果伪 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 挠率 τ 为零，那么（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，
θ）称为 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形．

引理 １［９］ 　 设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是从黎曼流

形到伪⁃Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流形的光滑映射，对于任意的 Ｘ， Ｙ∈
Γ（ＴＭ），有

ÑＸｄｆ（Ｙ）－ÑＹｄｆ（Ｘ）＝

　 　 ｄｆ（［Ｘ，Ｙ］）＋θ（ｄｆ（Ｘ））τ（ｄｆ（Ｙ））－
　 　 θ（ｄｆ（Ｙ））τ（ｄｆ（Ｘ））＋
　 　 ｄθ（ｄｆ（Ｘ），ｄｆ（Ｙ））Ｔ．

２　 第一变分公式

设ÑＭ和Ñ分别为（Ｍ，ｇ）和（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）上的 Ｌｅｖｉ⁃
Ｃｉｖｉｔａ 联络和 Ｔａｎａｋａ⁃Ｗｅｂｓｔｅｒ 联络． β 是关于（ÑＭ，Ñ）的第

二基本形式．
定理 ２　 设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是从黎曼流形

到伪⁃Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流形的光滑映射，对 Ｍ 中任意具有光滑边

界的有界区域 Ｄ，设 Ｖ∈Γ（ ｆ－１Ｈ（Ｎ））是 Ｍ 中的水平变分向

量场并且支集落在 Ｄ 中，｛ ｆｔ｝ ｜ ｔ ｜ ＜ε是 ｆ 的光滑单参数变分满

足 ｆ０ ＝ ｆ 及Ｖ＝
∂ｆｔ
∂ｔ ｔ＝ ０

，则

ｄｅＦＨ，Ｄ（ ｆｔ）
ｄｔ

＝ － ∫
Ｄ
〈Ｖ，τＦ

Ｈ（ ｆ）〉ｄｖｇ，

其中

τＦ
Ｈ（ ｆ） ＝ ｄｆＨ（ｇｒａｄ（Ｆ′（

ｄｆＨ
２

２
））） ＋

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）ｔｒｇ（βＨ ＋ ｆ∗θ 􀱋 ｆ∗τ），

βＨ ＝πＨ °　 β，称 τＦ
Ｈ（ ｆ）为 ｆ 的 Ｆ⁃ＣＣ 张力场．

证明　 给出任意一个单参数变量｛ ｆｔ｝（ ｔ ＜ε），ｆ０ ＝ ｆ

且 Ｖ＝
∂ｆｔ
∂ｔ ｔ＝ ０

，设 Φ（·，ｔ）＝ ｆｔ，｛ｅｉ｝ ｍ
ｉ＝ １是 ＴＭ 上的一个局部

正交标架场，则有

ｄｅＦＨ，Ｄ（ ｆｔ）
ｄｔ

＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ｆ′（

ｄΦＨ
２

２
）·

　 　 ∫
Ｍ
〈Ñ ∂

∂ｔ
（πＨｄΦＨ（ｅｉ）），πＨｄΦＨ（ｅｉ）〉ｄｖｇ ＝

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝１
( － ∫

Ｍ
ｅｉ（Ｆ′（

ｄΦＨ
２

２
））〈ｄΦ（ ∂

∂ｔ
），ｄΦＨ（ｅｉ）〉ｄｖｇ －

　 　 Ｆ′（
ｄΦＨ

２

２
）∫

Ｍ
〈ｄΦ（ ∂

∂ｔ
），Ñｅｉ

ｄΦＨ（ｅｉ） 〉ｄｖｇ －

　 　 Ｆ′（
ｄΦＨ

２

２
）∫

Ｍ
〈θ（ｄΦ（ｅｉ））ｄΦ（ ∂

∂ｔ
），τ（ｄΦ（ｅｉ））〉ｄｖｇ ) ．

由 Ｖ＝
∂ｆｔ
∂ｔ ｔ＝ ０

和 Ｓｔｏｋｅｓ 公式可得

ｄｅＦＨ，Ｄ（ ｆｔ）
ｄｔ ｔ ＝ ０

＝

　 　 － ∫
Ｄ
〈Ｖ，ｄｆＨ（ｇｒａｄ（Ｆ′（

ｄｆＨ
２

２
））） ＋

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）ｔｒｇ（βＨ ＋ ｆ∗θ 􀱋 ｆ∗τ）〉ｄｖｇ ．

注：如果目标流形 Ｎ 是 Ｓａｓａｋｉａｎ 的，则上式可简化为

ｄｅＦＨ，Ｄ（ ｆｔ）
ｄｔ ｔ ＝ ０

＝

　 　 － ∫
Ｄ
〈Ｖ，ｄｆＨ（ｇｒａｄ（Ｆ′（

ｄｆＨ
２

２
））） ＋

２３
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　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）ｔｒｇβＨ〉ｄｖｇ ．

证毕．

３　 Ｆ⁃水平应力⁃能量张量

依据 Ｂａｉｒｄ⁃Ｅｅｌｌｓ［１０］ ，设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是

从黎曼流形到伪⁃Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 流形的光滑映射，ｆ 的 Ｆ⁃水平应

力⁃能量张量 ＳＦ
ｆ，Ｈ是 Ｍ 上的对称 ２⁃张量：

ＳＦ
ｆ，Ｈ ＝ Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
）ｇ － Ｆ′（

ｄｆＨ
２

２
） （ ｆ∗ｇθ） Ｈ，

其中

（ ｆ∗ｇθ） Ｈ（·，·）＝ 〈πＨｄｆ（·），πＨｄｆ（·）〉 ．
对于任意的 ２ 阶张量场 Ｔ∈Γ（Ｔ∗Ｍ􀱋Ｔ∗Ｍ），Ｔ 的散

度定义为

（ｄｉｖ Ｔ）（Ｘ） ＝ ∑
ｉ

（Ñ
Ｍ
ｅｉ
Ｔ）（ｅｉ，Ｘ），

其中｛ｅｉ｝是 Ｍ 的一个局部正交基．
定理 ３　 对于任意的 Ｘ∈Γ（ＴＭ），有
（ｄｉｖ ＳＦ

ｆ，Ｈ）（Ｘ）＝ －〈τＦ
Ｈ（ ｆ），ｄｆＨ（ ｆ）〉＋

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）（ｔｒｇ ｆ∗Ａ）（ ｆ∗θ）（Ｘ） ．

证明　 由散度的定义和引理 １ 可得，
（ｄｉｖ ＳＦ

ｆ，Ｈ）（Ｘ）＝ ∑
ｉ
（Ñｅｉ

ＳＦ
ｆ，Ｈ）（ｅｉ，Ｘ）＝

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）〈θ（ｄｆ（Ｘ））τ（ｄｆ（ｅｉ）），ｄｆＨ（ｅｉ）〉－

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）〈θ（ｄｆ（ｅｉ））τ（ｄｆ（Ｘ）），ｄｆＨ（ｅｉ）〉－

　 　 〈ｄｆＨ（ｇｒａｄ（Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
））），ｄｆＨ（Ｘ）〉－

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）〈Ñｅｉ

ｄｆ（ｅｉ），ｄｆＨ（Ｘ）〉 ＝

　 　 －〈τＦ
Ｈ（ ｆ），ｄｆＨ（ ｆ）〉＋

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）（ｔｒｇ ｆ∗Ａ）（ ｆ∗θ）（Ｘ） ．

证毕．
定义 ２　 若 ｄｉｖ ＳＦ

ｆ，Ｈ ＝ ０，则称 ｆ 满足守恒律．
推论 １　 假设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是从黎曼流

形到 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形的 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射，则 ｆ 满足守恒律，即
ｄｉｖ ＳＦ

ｆ，Ｈ ＝ ０．
对于两个 ２ 阶张量 Ｔ１，Ｔ２∈Γ（Ｔ∗Ｍ􀱋Ｔ∗Ｍ），它们的

内积定义如下：

〈Ｔ１，Ｔ２〉 ＝ ∑
ｍ

ｉ，ｊ ＝ １
Ｔ１（ｅｉ，ｅ ｊ）Ｔ２（ｅｉ，ｅ ｊ）， （１）

其中｛ｅｉ｝是关于 ｇ 的一个正交基．对于一个向量场 Ｘ∈
Γ（ＴＭ），用 θＸ 表示它的对偶 １⁃形式，

θＸ（Ｙ）＝ ｇ（Ｘ，Ｙ），
其中 Ｙ∈Γ（ＴＭ） ． θＸ 的协变导数给出了一个 ２ 阶张量场

ÑＭθＸ：

（ÑＭθＸ）（Ｙ，Ｚ）＝ （ÑＭ
Ｙ θＸ）（Ｚ）＝ ｇ（ÑＭ

Ｙ Ｘ，Ｚ） ． （２）
如果 Ｘ＝Ñφ 是 Ｍ 上的一些 Ｃ２ 函数 φ 的梯度场，那么

θＸ ＝ｄφ 并且ÑθＸ ＝Ｈｅｓｓ φ．
引理 ２［１１］ 　 设 Ｔ 是一个对称的（０，２） ⁃型张量场，并且

设 Ｘ 是一个向量场，则
ｄｉｖ（ ｉＸＴ）＝ （ｄｉｖ Ｔ）（Ｘ）＋〈Ｔ，ÑＭθＸ〉 ＝

　 　 （ｄｉｖ Ｔ）（Ｘ）＋ １
２
〈Ｔ，ＬＸｇ〉， （３）

其中 ＬＸ 是沿方向 Ｘ 的度量 ｇ 的李导数．
设 Ｄ 是有 Ｃ１ 边界的 Ｍ 的任意有限域．利用 Ｓｔｏｋｅｓ 定

理，立即可以得到下面的积分公式：

∫
∂Ｄ
Ｔ（Ｘ，ν）ｄｓｇ ＝

　 　 ∫
Ｄ
（〈Ｔ， １

２
ＬＸｇ〉 ＋ ｄｉｖ（Ｔ）（Ｘ））ｄｖｇ， （４）

其中 ν 是沿∂Ｄ 的单位外法线向量场．
把 Ｔ＝ＳＦ

ｆ，Ｈ代入式（４）中，则有

∫
∂Ｄ
ＳＦ
ｆ，Ｈ（Ｘ，ν）ｄｓｇ ＝

　 　 ∫
Ｄ
［〈ＳＦ

ｆ，Ｈ，
１
２
ＬＸｇ〉 ＋ （ｄｉｖＳＦ

ｆ，Ｈ）（Ｘ）］ｄｖｇ ．

４　 单调公式及刘维尔型定理

设（Ｍ，ｇ）是具有极点 ｘ０ 的完备黎曼流形，且 Ｍ 是连

通的．运用水平应力⁃能量张量得到 Ｆ⁃水平能量的单调公

式，然后利用此单调公式得到 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射的刘维尔型

定理．参阅文献［１２］和［１３］，Ｆ 的上界 ｄＦ 和下界 ｌＦ 定义如

下：

ｄＦ ＝ ｓｕｐ
ｔ≥０

ｔＦ′（ ｔ）
Ｆ（ ｔ）

， ｌＦ ＝ ｉｎｆ
ｔ≥０

ｔＦ′（ ｔ）
Ｆ（ ｔ）

．

引理 ３［１４，１５］ 　 设（Ｍｍ，ｇ）是具有一个极点 ｘ０ 的完备黎

曼流形，Ｋｒ 表示 Ｍ 的径向曲率．
（ｉ）如果－α２≤Ｋｒ≤－β２，α≥β＞０，那么

βｃｏｔｈ（βｒ）（ｇ－ｄｒ􀱋ｄｒ）≤Ｈｅｓｓ（ ｒ）≤
　 　 αｃｏｔｈ（αｒ）（ｇ－ｄｒ􀱋ｄｒ），

（ｉｉ）如果－ Ａ
（１＋ｒ２） １＋ε≤Ｋｒ≤

Ｂ
（１＋ｒ２） １＋ε，ε＞０，Ａ≥０和 ０≤

Ｂ＜２ε，那么

１－Ｂ ／ ２ε
ｒ

（ｇ－ｄｒ􀱋ｄｒ）≤Ｈｅｓｓ（ ｒ）≤

　 　 ｅＡ ／ ２ε

ｒ
（ｇ－ｄｒ􀱋ｄｒ），

（ｉｉｉ）如果－ ａ２

ｃ２＋ｒ２
≤Ｋｒ≤

ｂ２

ｃ２＋ｒ２
，ａ≥０，ｂ２∈［０， １

４
］，那么

１＋ １－４ｂ２

２ｒ
（ｇ－ｄｒ􀱋ｄｒ）≤Ｈｅｓｓ（ ｒ）≤

　 　 １＋ １＋４ａ２

２ｒ
（ｇ－ｄｒ􀱋ｄｒ） ．

引理 ４　 ［１６］设（Ｍｍ，ｇ）是具有一个极点 ｘ０ 的完备黎曼

３３
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流形，Ｋｒ 表示 Ｍ 的径向曲率．
（ｉ）如果－α２≤Ｋｒ≤－β２，α≥β＞０ 和（ｍ－１）β－２α≥０，那

么

（ｍ－１）λｍｉｎ＋２－２ｄＦｍａｘ｛２，λｍａｘ｝≥２（ｍ－
２ｄＦα
β

）；

（ｉｉ）如果－ Ａ
（１＋ｒ２） １＋ε≤Ｋｒ≤

Ｂ
（１＋ｒ２） １＋ε，ε＞０，Ａ≥０和 ０≤

Ｂ＜２ε，那么

（ｍ－１）λｍｉｎ＋２－２ｄＦｍａｘ｛２，λｍａｘ｝≥

　 　 ２ １＋（ｍ－１）（１－
Ｂ
２ε）

－２ｄＦｅ
Ａ
２ε( ) ；

（ｉｉｉ）如果－ ａ２

ｃ２＋ｒ２
≤Ｋｒ≤

ｂ２

ｃ２＋ｒ２
，ａ≥０，ｂ２∈［０， １

４
］，那么

（ｍ－１）λｍｉｎ＋２－２ｄＦｍａｘ｛２，λｍａｘ｝≥

　 　 ２ １＋（ｍ－１）
１＋ １－４ｂ２

２
－ｄＦ

１＋ １＋４ａ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

利用引理 ３ 和引理 ４ 可以证明以下引理．
引理 ５　 设 Ｍ 是具有一个极点 ｘ０ 的完备黎曼流形，
（ｉ）如果 Ｍ 的径向曲率 Ｋｒ 满足－α２≤Ｋｒ≤－β２，α≥β＞０

和（ｍ－１）β－２α≥０，那么

〈ＳＦ
ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓ（ ｒ２）〉≥（ｍ－

２ｄＦα
β

）Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
） ．

（ｉｉ）如果 Ｍ 的径向曲率 Ｋｒ 满足

－ Ａ
（１＋ｒ２） １＋ε≤Ｋｒ≤

Ｂ
（１＋ｒ２） １＋ε，

ε＞０，Ａ≥０，０≤Ｂ＜２ε 和

１＋（ｍ－１）（１－ Ｂ
２ε

）－２ｄＦｅ
Ａ
２ε＞０，

那么

〈ＳＦ
ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓ（ ｒ２）〉≥（１＋（ｍ－１）（１－ Ｂ

２ε
）－

　 　 ２ｄＦｅ
Ａ
２ε）Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
） ．

（ｉｉｉ）如果 Ｍ 的径向曲率 Ｋｒ 满足

－ ａ２

ｃ２＋ｒ２
≤Ｋｒ≤

ｂ２

ｃ２＋ｒ２
，ａ≥０，ｂ２∈［０， １

４
］，

（ｍ－１）１
＋ １－４ｂ２

２
－ｄＦ

１＋ １＋４ａ２

２
＞０，

那么

〈ＳＦ
ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓ（ ｒ２）〉≥（１＋（ｍ－１）１

＋ １－４ｂ２

２
－

　 　 ２ｄＦ
１＋ １＋４ａ２

２
）Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
） ．

定理 ４　 设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是从黎曼流形

到 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形的 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射，如果存在一个正整数 Λ
使得

〈ＳＦ
ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓ（ ｒ２）〉≥２ΛＦ（

ｄｆＨ
２

２
）， （５）

那么对于任意的 ０＜ρ１≤ρ２ 有

１
ρΛ
１
∫
Ｂ（ρ１）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ≤ １

ρΛ
２
∫
Ｂ（ρ２）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ． （６）

证明 　 取 Ｄ ＝ Ｂ（ ｔ），Ｘ ＝ １
２

Ñ
Ｍ ｒ２ ＝ ｒ ∂

∂ｒ
，有

∫
Ｂ（ｔ）

ＳＦ
ｆ，Ｈ（ｒ

∂
∂ｒ

， ∂
∂ｒ

） ｄｓｇ ＝ １
２ ∫Ｂ（ｔ） 〈ＳＦ

ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓｇ（ｒ２） 〉ｄｖｇ ． （７）

通过计算可得：

ＳＦ
ｆ，Ｈ（ ｒ

∂
∂ｒ

， ∂
∂ｒ

） ＝ Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）〈 ｒ ∂

∂ｒ
， ∂
∂ｒ

〉 －

　 　 Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）〈ｄｆＨ（ ｒ

∂
∂ｒ

），ｄｆＨ（
∂
∂ｒ

）〉 ＝

　 　 ｒＦ（
ｄｆＨ

２

２
） － ｒＦ′（

ｄｆＨ
２

２
） ｄｆＨ

２ ． （８）

由式（５）、式（７）和式（８）可得

ｔ∫
∂Ｂ（ｔ）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
） ｄｓｇ － ｔ∫

∂Ｂ（ｔ）
Ｆ′（

ｄｆＨ
２

２
） ｄｆＨ

２ ｄｓｇ ≥

　 　 Λ∫
Ｂ（ ｔ）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ． （９）

由余面积公式和式（９）可得

ｔ ｄ
ｄｔ ∫∂Ｂ（ ｔ）Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
）ｄｖｇ － Λ∫

Ｂ（ ｔ）
Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
）ｄｖｇ ≥

　 　 ｔ∫
∂Ｂ（ ｔ）

Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
） ｄｆＨ

２ ｄｓｇ ． （１０）

所以对任意的 ０＜ρ１≤ρ２ 有

１
ρΛ

１
∫
Ｂ（ρ１）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ≤ １

ρΛ
２
∫
Ｂ（ρ２）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ．

证毕．
从定理 ４ 的单调性，可以得到下面的命题．
命题 １　 设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是 Ｆ⁃ＣＣ 调和

映射，如果存在一个正整数 Λ 使得

〈ＳＦ
ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓ（ ｒ２）〉≥２ΛＦ（

ｄｆＨ
２

２
），

假设 ｆ 不是一个常值映射，那么

∫
Ｂ（Ｒ）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ≥ Ｃ（ ｆ）Ｒσ，（Ｒ → ¥），

其中 ｃ（ ｆ）＞０，并且是一个仅与 ｆ 有关的常数．
假设 ｆ：（Ｍ，ｕ２ｇ０）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是 Ｆ⁃ＣＣ 调和映

射，Ｎ 是一个 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形，假设 ｕ 满足

（ｕ１） 如果
∂ｌｏｇ ｕ
∂ｒ

≥０（或∂ｌｏｇ ｕ
∂ｒ

≤０），存在常数 σ 使得

（ｍ－２ｄＦ） ｒ
∂ｌｏｇ ｕ
∂ｒ

＋（ｍ－１）
２

λｍｉｎ＋１－ｄＦｍａｘ｛２，λｍａｘ｝≥σ，

或

（ｍ－２ｌＦ） ｒ
∂ｌｏｇ ｕ
∂ｒ

＋（ｍ－１）
２

λｍｉｎ＋１－ｄＦｍａｘ｛２，λｍａｘ｝≥σ；

（ｕ２） σ 是（ｕ１） 中的常数，存在常数 Ｃ１＞０，Ｒ０＞０ 使得

（∫¥

Ｒ

ｄｒ

∫
∂Ｂ（ ｒ）

ｕｍ－２（ｘ）ｄｓｇ０
） －１ ≤ Ｃ１Ｒσ，Ｒ ＞ Ｒ０ ．

４３
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定理 ５　 设 ｆ：（Ｍ，ｕ２ｇ０）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是 Ｆ⁃ＣＣ 调

和映射，Ｎ 是一个 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形，假设 ｕ 满足（ｕ１）和（ｕ２），

ｌＦ＞０，Ｆ′（
ｄｆＨ

２

２
）＜＋¥．当 ｒ（ｘ）→＋¥时，ｆ（ｘ）→Ｐ０，则 ｄｆＨ ＝

０，即 ｆ（Ｍ）的像落在 Ｎ 的一根纤维中．
证明　 由于 Ｎ 是 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形，则存在 Ｐ０ 的邻域 Ｕ

和黎曼流形 Ｂ，使得 π：Ｕ→Ｂ 是一个黎曼淹没．另外，纤维

是指 Ｎ 中沿 Ｒｅｅｂ 方向 Ｔ 的积分曲线．因为当 ｒ（ｘ）→＋¥时，
ｆ（ｘ）→Ｐ０，所以存在 Ｒ１＞０ 使得当 ｒ（ｘ）＞Ｒ１ 时 ｆ（ｘ）∈Ｕ．

设 ＭＲ１
＝｛ｘ∈Ｍ：ｒ（ｘ） ＞Ｒ１｝，由以上讨论可知，复合映

射 π °　 ｆ：ＭＲ１
→Ｂ 是调和的，另一方面，当 ｒ（ｘ）→＋¥时，

（π °　 ｆ）（ｘ）→π （Ｐ０ ） ∈Ｂ．由文献 ［ １２］ 中命题 ４． １ 可知

∫
Ｂ（Ｒ）

Ｆ（
ｄｆ ２

２
）ｄｖｇ 的上界，即当 Ｒ 充分大时有

∫
Ｂ（Ｒ）

Ｆ（
ｄ （π °　 ｆ）Ｈ

２

２
）ｄｖｇ ≤ Ｃ（η（Ｒ）

２ｌＦ
＋
Ｃ
～
（π °　 ｆ）
Ｒσ ）Ｒσ，

其中 Ｃ 是常数，η（ ｒ） ＞０ 是一个非增的函数．当 ｒ→＋¥时，

η（ ｒ）→０，Ｃ
～
（π °　 ｆ）是仅依赖于（π °　 ｆ）的常数，则

∫
Ｂ（Ｒ）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ≤ Ｃ（η（Ｒ）

２ｌＦ
＋
Ｃ
～
（π °　 ｆ）
Ｒσ ）Ｒσ ．

由命题 １ 和上式得出矛盾．因此得知 ｄｆＨ Ｍ ＝ ０．证毕．
推论 ２　 设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是从具有极点

ｘ０ 的完备流形到 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形的 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射，假设 Ｍ
的径向曲率 Ｋｒ 满足和引理 ５ 相同的条件，则对任意的 ０＜
ρ１≤ρ２ 有

１
ρΛ

１
∫
Ｂ（ρ１）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ≤ １

ρΛ
２
∫
Ｂ（ρ２）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ，

其中

Λ＝

ｍ－
２ｄＦα
β ，　 若 Ｋｒ 满足（ｉ），

１＋（ｍ－１）（１－
Ｂ
２ε）

－２ｄＦｅ
Ａ
２ε，　 若 Ｋｒ 满足（ｉｉ），

１＋（ｍ－１）
１＋ １－４ｂ２

２
－ｄＦ

１＋ １＋４ａ２

２ ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 若 Ｋｒ 满足（ｉｉｉ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

证明　 如果 Ｍ 的径向曲率 Ｋｒ 满足和引理 ５ 相同的条

件，那么存在一个正数 Λ 使得

〈ＳＦ
ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓ（ ｒ２）〉≥ΛＦ（

ｄｆＨ
２

２
）， （１１）

然后应用定理 ４，即可得到此结果．证毕．
引理 ６［９］ 　 设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是一个光滑

映照．如果 ｄｆＨ ＝ ０，那么 ｆ（Ｍ）一定落在某根纤维中，这里的

纤维是指 Ｎ 中沿 Ｒｅｅｂ 方向 Ｔ 的积分曲线．
定理 ６　 设 ｆ：（Ｍ，ｇ）→（Ｎ，Ｈ（Ｎ），Ｊ，θ）是从具有极点

ｘ０ 的完备流形到 Ｓａｓａｋｉａｎ 流形的 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射，ｒ（ ｘ）表

示与 ｇ 有关，从 ｘ０ 出发的距离函数，如果存在正常数 Λ 使

得

〈ＳＦ
ｆ，Ｈ，Ｈｅｓｓ（ ｒ２）〉≥２ΛＦ（

ｄｆＨ
２

２
），

且

∫
Ｂ（ ｒ）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ＝ ｏ（ ｒΛ），

则 ｄｆＨ ＝ ０，即 ｆ（Ｍ）落在 Ｎ 的一根纤维中．
证明　 由定理 ４ 可知，对于任意的 ０＜ρ＜ｒ，可以得到如

下不等式：

１
ρΛ ∫Ｂ（ρ）Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
）ｄｖｇ ≤

　 　 １
ｒΛ ∫Ｂ（ρ２）Ｆ（

ｄｆＨ
２

２
）ｄｖｇ ．

令 ｒ→¥，在假设的条件下，可以推断出

∫
Ｂ（ρ）

Ｆ（
ｄｆＨ

２

２
）ｄｖｇ ＝ ０．

因为 ρ 是任意的，所以 ｄｆＨ ＝ ０．由引理 ６ 可得，ｆ（Ｍ）的
像一定落在 Ｎ 的一根纤维中．证毕．

５　 结语

首先引入了 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射的水平能量泛函，从它的

第一变分公式可知 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射是此能量泛函的临界点．
接下来引入 Ｆ⁃水平应力⁃能量张量，利用水平应力⁃能量张

量的方法证明了 Ｆ⁃ＣＣ 调和映射的一些单调公式以及利用

此单调公式建立该调和映射的刘维尔型定理．
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