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摘　要: 以单调递增左连续有界函数 f 给出了L ebesgue2Stielt jes 测度的概念, 进一步讨论了由它产生的
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　　L ebesgue2Stielt jes 测度是由单调递增右连续

的实值函数 f 导出的[ 1 ] 1 如果把 f 改成单调递增

左连续的实值函数, 并直接引出一个集函数 v , 由

此得到L ebesgue2Stielt jes 测度的变化形式, 一改

文献[1 ]中L ebesgue2Stielt jes 测度的导出方式 1
定义　设 f 是定义在实数集 R

1 上的单调递

增左连续的有界函数, 对半开区间[a , b) < R
1 令:

v [a , b) = f (b) - f (a) ,

ΠA < R
1 定义:

V
3
f (A ) = inf ∑

k

v [ak , bk ) ûA < ∪
k

[ak , bk ) .

定理 1　V
3
f 是度量外测度 1

证明　 (1) 显然ΠA < R
1, V

3
f (A ) ≥0, 对任意

单调递增数列{an}且 lim
n→∞

an = 0, ∵5 < [ an , 0) (n =

1, 2, ⋯) , ∴V
3
f (5 )≤v [an , 0) = f (0) - f (an) ,

又 f 左连续, 所以 lim
n→∞

f (an) = f (0) , V
3
f (5 ) ≤

0,V
3
f (5 ) = 0.

(2) ΠA ,B < R
1, 并且A < B 1

若V
3
f (B ) = + ∞, 自然有V

3
f (A )≤V

3
f (B ) ;

若V
3
f (B ) < + ∞, 则Π Ε> 0, 存在区间列{[ak ,

bk ) }, 使得B < ∪
k

[an , bk ) , 并且

V
3
f (B ) + Ε> ∑

k
v [ak , bk ) 1

然而, 由A < B , 必有∑
k

v [ak , bk ) ≥V
3
f (A ) , 因

此V
3
f (A )≤V

3
f (B ).

( 3) 设 A k < R
1 (k = 1, 2, ⋯) , 若存在 k 0 使

V
3
f (A k0

) = + ∞, 则V
3
f (∪

∞

k= 1
A k )≤∑

∞

k= 1
V

3
f (A k ) ;

否则 V
3
f (A k ) < + ∞ (k = 1, 2, ⋯ ) , 那么

Π Ε> 0, Π k存在区间列{[ak j , bk j ) }使得

A k < ∪
∞

j= 1
[ ak j , bk j ) , 并且 V

3
f (A k ) +

Ε
2k > ∑

∞

j= 1

v [ak j , bk j ) , 所以, ∪
∞

k= 1
A k = ∪

∞

k= 1
∪
∞

j = 1
v [ak j , bk j ) , 且

V
3
f (∪

∞

k= 1
A k )≤∑

∞

k= 1
∑
∞

j = 1
v [ak j , bk j ) <

　　∑
∞

k= 1
V 3

f (A k ) +
Ε
2k < ∑

∞

k= 1
V

3
f (A k ) + Ε,

所以V
3
f (∪

∞

k= 1
A k ) ≤∑

∞

k= 1
V

3
f (ak ) , 综上述可知, V

3
f 是

一个外测度 1
ΠA ,B < R

1, 令 d (A , B ) = inf{ûx - y û: x ∈A ,

y∈B }, 若 d (A ,B ) = ∆> 01
如果V

3
f (A ∪B ) = + ∞, 自然有:

V
3
f (A ) + V

3
f (B )≤V

3
f (A ∪B ) 1

如果V
3
f (A ∪B ) < + ∞, Π Ε> 0, 存在区间列

{[ak , bk ) }使得A ∪B < ∪
∞

k= 1
[ak , bk ) , 并且

0< bk - ak <
∆
2

(k = 1, 2, ⋯) ,

V
3
f (A ∪B ) + Ε> ∑

∞

k= 1
v [ak , bk ) 1

令M 1= {[ak , bk ) : A ∩[ak , bk ) ≠Á ,M 2= {[ak ,

bk ) : B ∩[ak , bk )≠Á }则M 1∩M 2= Á 并且
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　　V
3
f (A ∪B ) + Ε> ∑

∞

k= 1
v [ak , bk )≥

∑
[ak , bk

)∈M 1

v [ak , bk ) + ∑
[ak , bk

)∈M 2

v [ak , bk )≥

　　V
3
f (A ) + V

3
f (B ) 1

令 Ε→0 有V
3
f (A ∪B ) ≥V

3
f (A ) + V

3
f (B ) 1 另

一方面由外测度的半可加性有

V
3
f (A ∪B )≤V

3
f (A ) + V

3
f (B ) ,

综上述, 若 d (A ,B ) = ∆> 0, 必有

V
3
f (A ∪B ) = V

3
f (A ) + V

3
f (B ) 1

所以,V
3
f 是一个度量外测度 1 证毕

令∑ (V 3
f ) = {A : A < R

1, A 是 V
3
f 可测集},

则∑ (V 3
f )是 Ρ2代数, 并且R

1 上每个Bo rel 集都是

V
3
f 可测集 1

定理 2　ΠA < R
1, 存在Bo rel 集B < R

1, 使得

A < B , 并且V
3
f (A ) = V (B ) 1 其中: V = V

3 û∑ (V 3
f

) ,

V
3 是Bo rel 测度 1

证明　如果V
3
f (A ) = + ∞, 令B = R

1, 则A <
B , 且V

3
f (A ) = V (B ) 1

如果V
3
f (A ) < + ∞, Π 1

k
> 0, k = 1, 2, ⋯, 存

在区间列{[ak j , bk j ) }, 使得A < ∪
∞

j = 1
[ak j , bk j ) , 且

V
3
f (A ) +

1
k

> ∑
∞

j = 1
v [ak j , bk j ) ,

令B = ∩
∞

k= 1
∪
∞

j= 1
[ak j , bk j ) , 则B 是Bo rel 集,A < B , 且

V (B ) = V
3
f ∩

∞

k= 1
∪
∞

k= 1
[ak j , bk j ) ≤

　　V
3
f ∪

∞

j= 1
[ak j , bk j ) ≤∑

∞

j = 1
v [ak j , bk j ) <

　　V
3
f (A ) +

1
k

(Π k ) 1

令 k→∞有: V (B )≤V
3
f (A ) 1

另一方面, 由于A < B , 所以V
3
f (A )≤V

3
f (B ) ,

即V
3
f (A )≤V (B ) 1
综上述: V

3
f (A ) = V (B ) 1 证毕

定理 3　如果 Λ为有限Bo rel 测度, 令 f Λ (x )

= Λ(- ∞, x ) , x ∈R
1, 则 f Λ 在 R

1 上是单调递增左

连续的有界函数 1 并且满足: lim
x→- ∞

f Λ(x ) = 01

证明　Π x 1, x 2∈R
1, 若 x 1 < x 2, ∵ (- ∞, x 2)

= (- ∞, x 1)∪[x 1, x 2) ,

∴Λ(- ∞, x 2) =

　　Λ(- ∞, x 1) + Λ[x 1, x 2)≥

　　Λ(- ∞, x 1) (∵Λ为Bo rel 测度) 1
∴f Λ(x 1)≤f Λ (x 2) , 即 f Λ 在 R

1 上单调递增 1

Π x 0∈R
1, 任取单调递增数列{x n}, 使得 lim

n→∞
x n

= x 0, 由于 Λ为Bo rel 测度, 于是

lim
n→∞

Λ[x n, x 0) = Λ ∩
∞

n= 1
[x n , x 0) = Λ(5 ) = 01

又 f Λ (x 0) = Λ(- ∞, x 0) =

Λ{ (- ∞, x n)∪[x n , x 0) }=

Λ(- ∞, x n) + Λ[x n , x 0) =

f Λ (x n) + Λ[x n , x 0) ,

所以 lim
n→∞

f Λ (x n) = f (x 0) , 所以 f Λ 在 R
1 上是左连续

的 1
因为在R

1 上是有限Bo rel 测度, 于是 Λ(R 1) <

+ ∞, 所以Π x ∈R 有

　　0≤f Λ (x ) = Λ(- ∞, x )≤Λ(R 1) < + ∞,

所以 f Λ 在R
1 上是有界函数 1

任取单调递减数列{y n}, 使得 lim
n→∞

y n= - ∞, 于

是

lim
n→∞

f Λ(y n) = lim
n→∞

Λ(- ∞, y n) =

　　lim
n→∞

Λ ∩
n

k= 1
(- ∞, y n) =

　　Λ(5 ) = 0,

即 lim
n→- ∞

f Λ (x ) = 01 证毕

定理 4　如果 f 是 R
1 上单调递增左连续的实

函数, 则V = V
3 û∑ (V 3

f
)满足:

Π [a , b) < R
1 有

V [a , b) = f (b) - f (a) ,

V {a}= f (a+ 0) - f (a) 1
证明　对任意区间列{[ ak , bk ) }, 满足 [ a , b) <

∪
∞

k= 1
[ak , bk ) , 因为 f 是 R

1 上单调递增左连续函数,

所以Π Ε> 0 以及每个 ak , 必存在 a′k 使得: a′k < ak ,

并且 f (a′k ) +
Ε
2k > f (ak ) 1

因此Π b′∈ [ a , b) 有: [ a , b′]< [ a , b) < ∪
∞

k= 1
[ ak ,

b) < ∪
∞

k= 1
(a′k , bk ) , 根据有限覆盖定理, 存在有限个开

区间将 [ a , b′]盖住 1 不失一般性, 设 [ a , b′] < ∪
N

k= 1

(a′k , bk ) , 并满足条件:

a′k < bk+ 1, b′< b1, a
′
N < a (k = 1, 2, ⋯, N - 1) ,

那么:

∑
∞

k= 1
v [ak , bk )≥∑

N

k= 1
v [ak , bk ) =

　　∑
N

k= 1
{f (bk ) - f (ak ) }=

f (b1) - f (aN ) + ∑
N - 1

k= 1
{f (bk+ 1) - f (ak ) },
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而　f (b1) - f (aN ) = f (b1 ) - f (a′N ) + f (a′N ) -

f (aN ) ≥f (b′) - f (a) -
Ε
2k 1

∑
N - 1

k= 1
{f (bk+ 1) - f (ak ) }=

　　∑
N - 1

k= 1
{f (bk+ 1) - f (a′k ) }+

　　∑
N - 1

k= 1
{f (a′k ) - f (ak ) }≥

　　∑
N - 1

k= 1
{f (a′k ) - f (ak ) }>

　　∑
N - 1

k= 1
-

Ε
2k > - Ε1

于是: ∑
∞

k= 1
v [ak , bk ) ≥f (b′) - f (a ) - 2Ε, 令 Ε→

0, b′→b- 0, 故有∑
∞

k= 1
v [ak , bk )≥f (b) - f (a) , 所以

V
3
f [a , b) = inf ∑

∞

k= 1

v [ak , bk ) : [a, b) < ∪
∞

k= 1
[ak , bk ) ≥

　　f (b) - f (a) ,

而 V
3
f [a , b) ≤f (b) - f (a) 是显然的 1 所以V

3
f [a ,

b) = f (b) - f (a ) , 又因为 [ a , b) 是 R
1 上的 Bo rel

集, 所以V [a , b) = V
3
f [a , b) = f (b) - f (a).

V {a}= V ∩
∞

n= 1
[a , a+

1
n

) =

　　lim
n→∞

V [a , a+
1
n

) =

　　lim
n→∞

f (a+
1
n

) - f (a) =

　　f (a+ 0) - f (a). 证毕

定理 5　设 F 1= {f : f 是 R
1 上单调递增左连

续的有界函数, 且 lim
n→∞

f (x ) = 0}, 令: F 2= {Λ: Λ是

R
1 上的有限Bo rel 测度}, 则ûF 1û= ûF 2û1

证明　令: Υ: F 2

　　
F 1, Λû

　
f Λ, 其中:

f Λ(x ) = Λ(- ∞, x ) , Π x ∈R
11

由定理 3, f Λ 是 R
1 上单调递增左连续的有界

函数 1于是 Υ是 F 2

　　
F 1 的映射 1

Π Λ1, Λ2∈F 2, 如果 Λ1≠Λ2, 则必存在区间 [ a ,

b) < R
1 使得 Λ1 [a , b)≠Λ2 [a , b)即

f Λ1
(b) - f Λ1

(a)≠f Λ2
(b) - f Λ2

(a) ,

所以 f Λ1
(b)≠f Λ2

(b)或者 f Λ1
(a ) ≠f Λ2

(a ) 至少有一

个成立, 于是 f Λ1≠f Λ2 , 于是 Υ是 F 2

　
F 1 的单

射 1
Π f ∈F 1 由定理 4 可知V = V

3 û∑ (V 3
f

)是Bo rel

测度, 并且Π [a , b) < R
1 有

V [a , b) = f (b) - f (a) 1
所以 lim

a→- ∞
lim

b→+ ∞
V [a , b) = f (+ ∞) - f (- ∞) =

f (+ ∞) , 即V (- ∞, + ∞) = f (+ ∞) , 由于 f 是

单调有界函数, 所以V 是有限Bo rel 测度, 所以V

∈F 2, Υ(V ) = f V , 并且Π x ∈R
1 有:

f V (x ) = V (- ∞, x ) = f (x ) - f (- ∞) = f (x ) ,

即Υ(V ) = f , 所以 Υ又是 F 2

　
F 1 的满射 1

综上述有: ûF 1û= ûF 2û1 证毕
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