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双参数非线性方程边值问题的奇摄动
陈育森,黄蔚章

(福建师范大学 福清分校,福建 福清 350300)

摘　要: 研究一类双参数高阶半线性方程边值问题的奇摄动,讨论了摄动解随两参数的不同量级所呈现的

不同性态的边界层现象 1利用微分不等式证明了解的存在,并估计了余项 1
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0　引言

带有两个或两个以上小参数的高阶微分方程

奇摄动的“层中层”现象,在文 [ 1～ 2 ]中早已提出,

近年来有一些成果[ 3 ] ,但尚未引起进一步的关注 1
笔者在文献[4～ 6 ]中针对二阶方程初值问题:

Λy "= f ( t, y , Εy′) ,

y (o, Ε, Λ) = A (Ε, Λ) ,

y′(o, Ε, Λ) = B (Ε, Λ) ,

中两参数 Λ, Ε的不同量级进行了讨论,发现当 Λ=

o (Ε2)时,在 x = 0附近出现两个“厚度”不同的初始

层, 形成所谓“层中层”或称之为“套层”1而当 Λ=

O (Ε2)时,“套层”现象却消失 1为探讨“套层”现象
的一般规律,文中就一类双参数三阶半线性边值问

题

Λy Ê+ Εa ( t) y "+ b ( t) y = f ( t, y ) (1)

y (0, Ε, Λ) = Α(Ε, Λ) ,

y (1, Ε, Λ) = Β(Ε, Λ) ,

y′(1, Ε, Λ) = Χ(Ε, Λ) ,

(2)

讨论了当 Λ= o (Ε2)和 Λ= O (Ε2)时, 摄动解呈现的

不同性态的边界层性质 1利用微分不等式理论,证

明了解的存在, 并给出了解一致有效的渐近展开

式 1文中恒设
(É ) a ( t) , b ( t) , f ( t, y )及 Α, Β, Χ关于其变元

充分光滑 1
(Ê )存在常数m > 0和 d > 0使得当 t∈[0, 1 ]

时, a ( t)≤- m , b ( t)≥m 和 ( t, y )∈ [ 0, 1 ]×R 时

f ′y≥d.

1　主要结果

为了证明本文的主要结果,需要引进有关的微

分不等式理论 1
设边值问题

y Ê= h ( t, y , y′, y " ) (3)

y (a) = Α, y (b) = Β, y′(b) = Χ (4)

引进如下定义: 若存在 Ξ( t) , Ξ( t)∈C
3 [ a , b ],使得

当 ( t, y )∈[a , b ]×[Ξ, Ξ]时

ΞÊ≤h ( t, y , Ξ′, Ξ" ) , ΞÊ≥h ( t, y , Ξ′, Ξ" ) ,

则分别称 Ξ( t) , Ξ( t)为方程 (3)于[a , b ]上的上解和

下解 1
引理[ 7, 8 ]　若存在方程 (3)于 [ a , b ]上的上解

Ξ( t)和下解 Ξ( t) ,使得

( i) h ( t, y , z , w )在 [ a , b ]× [ Ξ, Ξ]× [ Ξ′, Ξ′]×
R 上连续;

( ii) h ( t, y , z , w )满足N agum o 条件, 即当 ( t,

y , z )∈[a , b ]×[Ξ, Ξ]×[Ξ′, Ξ′]时, h ( t, y , z , w ) =

O (w 2) , (ûw û→∞) ;

( iii) Ξ(a)≤Α≤Ξ(a) , Ξ(b)≤Β≤Ξ(b) , Ξ′(b)≤

Χ≤Ξ′(b) ,

那么边值问题 (3)～ (4)存在解 y = y ( t)于区间[a ,

b ]且满足不等式

Ξ( t)≤y ( t)≤Ξ( t) , a≤t≤b.
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　　11当 Λ1=
Λ
Ε2→0, Ε→0时,问题 (1) (2)化为

Ε2Λ1y Ê+ Εa ( t) y "+ b ( t) y′= f ( t, y ) (5)

y (o, Ε, Λ1) = Α(Ε, Λ1)～ 6
∞

r= 0
6

r

i= 0
Αr- i, iΕr- iΛi

1 ,

y (1, Ε, Λ1) = Β(Ε, Λ1)～ 6
∞

r= 0
6

r

i= 0
Βr- i, iΕr- iΛi

1 ,

y′(1, Ε, Λ1) = Χ(Ε, Λ1)～ 6
∞

r= 0
6

r

i= 0
Χr- i, iΕr- iΛi,

(6)

这里 Α, Β, Χ具有性质 Α(Ε, Λ1)≡Α(Ε, Ε2, Λ1) 1
设退化问题

b ( t) u′oo= f ( t, u oo) , uoo (0) = Αoo (7)

存在充分光滑的解 u 00 ( t)于区间[ 0, 1 ]上 1并设外
解 u ( t, Ε, Λ1)有如下形式的渐近展开式

　u ( t, Ε, Λ1)～ uoo ( t) + 6
∞

r= 1
6

r

i= 0
u r- i, i ( t) Εr- iΛi

1 (8)

令外解 (8)满足
Ε2Λ1uÊ+ Εa ( t) u"+ b ( t) u′= f ( t, u )

u (o, Ε, Λ1) = Α(Ε, Λ1)
(9)

把 (8)代入 (9)得到确定外解 u ( t, Ε, Λ1)各项系数
u r- i, i ( t)的递推方程

b ( t) u′r- i, i= f ′y ( t, uoo ( t) ) u r- i, i

　　　　　+ f r- i, i ( t) - u r- i- 2, i- 1

　　　　　- a ( t) u" r- i- 1, i,

u r- i, i (o) = Αr- i, i,

(10) r- i, i,

其中i= 0, 1, 2⋯r, r= 1, 2,⋯, f r- i, i ( t)是 t 及 u ij (0

≤ l≤r- i, 0≤ j≤ i, 0≤l+ j≤r- 1)的已知函数 1
规定下标为负的项为零, 下同 1 由已知条件知,

(10) r- i, i的解可是由 uoo ( t)依次确定, 从而得到外

解展开式 (8) 1一般说来,外解 u ( t, Ε, Λ1)在 t= 1不

满足定解条件 (6)中的第 2, 3式 1问题 (5)～ (6)在

t= 1 附近出现非一致性, 为此引进伸长变量 Σ1 =

1- t
Ε ,构造边界层校正函数

V (Σ1, Ε, Λ1)～V oo (Σ1) + 6
∞

r= 1
6

r

i= 0
V r- i, i (Σ1) Εr- iΛi

l (11)

并要求V (Σ1, Ε, Λ1)具有性质V (+ ∞) = 0. 令

　　y = u ( t, Ε, Λ1) + ΕV (Σ1, Ε, Λ1) (12)

把 (12)代入 (5)～ (6) ,并注意到 (9) ,得到V (Σ1, Ε,

Λ1)当 Βoo= uoo (1)时满足的初值问题:

- Λ1
d3V
dΣ3

1
+ a (1- ΕΣ1) d2V

dΣ2
1

- b (1- ΕΣ1) dV
dΣ1

　　= f (1- ΕΣ1, u (1- ΕΣ1) + ΕV )

　　　- f (1- ΕΣ1 , u (1- ΕΣ1) )

V (o, Ε, Λ1) = Ε- 1 [Β(Ε, Λ1) - u (1) - ΕΛ1w (0) ],

V (+ ∞, Ε, Λ1) = 0

(13)

把 (11)代入 (13)得到确定边界层校正函数 (11)各

项系数的递推方程

a (1)
d2V r- i, i

dΣ2
1

- b (1)
d V r- i, i

dΣ1

　= f ′y (1, uoo (1) )V r- i- 1, i+ g r- i, i (Σ1)

　　+
d3V r- i, i- 1

dΣ3
1

　　- 6
r- i

k= 1

- Σ1

k !
a

(k) (1)V " r- i- k , i (Σ1)

　　+ 6
r- i

k= 1

(- Σ1) k

k !
b

(k ) (1)V ′r- i- k , i,

V r- i, i (o) = Βr- i+ 1, i- u r- i+ 1, i (1)

　　　　　- w r- i- 1, i- 1 (o) ,

V r- i, i (+ ∞) = 0,

(14) r- i, i,

其中 i= 0, 1, ⋯ r, r= 0, 1, ⋯, w ij将在下文给出,

g r- i, i (Σ1)是V ij (Σ1) (0≤ l≤r- i- 1, 0≤ j≤ i, 0≤ l

+ j≤ r - 2)的不含常数项的多项式 1 (14) oo的解

V oo (Σ1) = (Β10- u 10 (1) ) eΚ0Σ1 (Κ0 = g (1) öf (1) )及其

导数V
( i)
oo (Σ1) ( i= 1, 2, 3)当 Σ1→+ ∞时,均呈指数

型衰减 1由 g r- i, i的构造知由V oo (Σ1)可依次确定

( 11)的呈指数型衰减的各项系数V r- i, i (Σ1) , 从而

得到展开式 (11) 1 但一般说来, y = u ( t, Ε, Λ1 ) +

ΕV (Σ1, Ε, Λ1)在 t= 1还是不满足定解条件 (2)中的

第 3 式,说明摄动解在 t= 1 附近还存在“厚度”更

“薄”的边界层, 从而在 t= 1 附近形成“层中层”1

再次引进伸长变量 Σ2 =
Σ1

Λ1
=

1- t
ΕΛ1

, 构造“厚度”为

O (ΕΛ1)的边界层校正函数

w (Σ2, Ε, Λ1)～w oo (Σ2) + 6
∞

r= 1
6

r

i= 0
w r- i, i (Σ2) Εr- iΛi

(15)

并要求w (Σ2, Ε, Λ)具有性质w (+ ∞) = 0. 令

y = u ( t, Ε, Λ1) + ΕV (Σ1, Ε, Λ) + ΕΛ1w (Σ2, Ε, Λ)

(16)

把 (16)代入 (5)～ (6)并注意到 (9)和 (13) , 得到

w (Σ2, Ε, Λ1)满足的方程

-
d3w
dΣ3

2
+ a (1- ΕΛ1Σ2) d2w

dΣ2
2

- Λ1g (1- ΕΛ1Σ2) dw
dΣ2

　= Λ1 [ f (1- ΕΛ1Σ2, u (1- ΕΛ1Σ2)

　　+ Εv (Λ1Σ2) + ΕΛ1w ) )

　　- f (1- ΕΛ1Σ2, u (1

　　- ΕΛ1Σ2) + Εv (ΛΣ2) ) ] (17)

把 (15)代入 (17) ,得到确定 (15)式各项系数的递推

方程
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-
d3w r- i, i

dΣ3
2

+ a (1)
d2w r- i, i

dΣ2
2

　= f ′y (1, uoo (1) )w r- i- 1, i- 1

　　+ 5 r- i, i (Σ2) + b (1)
d w r- i, i- 1

dΣ2

　　- 6
r

j = 1
6

j

k= 0
a j - k , kw " r- i- j+ k , i- k

　　+ 6
r

j = 1
6

j

k= 0
bj - k , kw′r- i- j + k , i- 1- k ,

w′r- i, i (o) = u′k- i, i (1) - V′r- i, i (0) - Χr- i, i,

w′(+ ∞) = 0′, w (+ ∞) = 0,

(18) r- i, i

这里 i= 0, 1,⋯r, r= 0, 1,⋯, a j - k , k , bj - k , k具有性质

如:

a j - k , k =
1

( j - k ) ! k !
�ja (1- ΕΛ1Σ)

�Εj - k Λk
1 Ε= 0

Λ1= 0

5 r- i, i (Σ2)是w ij (Σ2) (0≤l≤r- i- 1, 0≤j≤i- 1, 0

≤l+ j≤r- 3)的不含常数项的多项式 1 (18) oo的解

w oo (Σ2) = (a (1) ) - 1 (u′oo (1) - V ′oo (0) - Χoo) ef (1) Σ2及

其导数w ′oo (Σ2) ( i= 1, 2) ,当 Σ2→+ ∞时呈指数型

衰减 1 由 5 r- i, i的构造知, 由w oo (Σ2 )可依次确定

( 15)的各项系数w r- i, i (Σ2) ,且当 Σ2→+ ∞时均呈

指数型衰减,从而得到展开式 (15) 1令

y n ( t) = 6
n

r= 0
6

r

i= 0
[u r- i, i ( t)

+ ΕV r- i, i (
1- t

Ε ) + ΕΛ1w r- i, i (
1- t
ΕΛ1

) ]

(19)

由 n 阶渐近近似式 (19)的构成可知, 存在正常数

M ,使得

ûΕ2Λ1y Ên+ Εa ( t) y "n+ b ( t) y′n- f ( t, y n) û≤M 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1,

ûy n (0) - Α(Ε, Λ1) û≤M 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1,

ûy n (1) - Β(Ε, Λ1) û≤M 6
n+ 1

i= 0

Εn+ 1- iΛi
1,

ûy′n (1) - Χ(Ε, Λ1) û≤M 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1,

(20)

定理 1　Λ1 =
Λ
Ε2→0, Ε→0 时, 如果假设条件

(É )～ (Ê )成立,那么当 Ε, Λ1 充分小时, 问题 (1)

～ (2)有解 y ( t)∈[0, 1 ]并满足

ûy - y nû≤L (3- e
Κ1
Ε (1- t)

- e
Κ2
ΕΛ1

(1- t) ) 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1 (21)

这里Κ1= O (1)是方程 Λ1Κ3+ m Κ2+ m Κ= 0的一个负

根, Κ2 = O (1)是方程 Κ3 + m Κ2 + Λm Κ= 0 的一个负

根 1
证明　令

Ξ( t, Ε, Λ1) = y n ( t) - L (3- e
Κ1
Ε (1- t)

- e
Κ2
ΕΛ1

(1- t) ) 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1,

Ξ( t, Ε, Λ1) = y n ( t) + L (3- e
Κ1
Ε (1- t)

- e
Κ2
ΕΛ1

(1- t) ) 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1,

当[ t, y ]∈[0, 1 ]×[Ξ, Ξ]时,

Ε2Λ1Ξ"+ Εa ( t) Ξ"+ b ( t) Ξ" - f ( t, y )

= [ ΕΛ1y Ên+ Εa ( t) y " n+ b ( t) y′n- f ( t, y n) ]

　- L Ε- 1e
Κ1
Ε (1- t) (Λ1Κ3

1- a ( t) Κ2
1

　+ b ( t) Κ1) 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1

　- L (ΕΛ2
1) - 1e

Κ2
ΕΛ1

(1- t) (Κ3
2- a ( t) Κ2

2

　+ Λb ( t) Κ2) 6
n+ 1

i= 1
Εn+ 1- iΛi

1

　- [ f ( t, y ) - f ( t, y n) ]

≤M 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1+ iΛi

1- f y [ t, Η(y - y n) ] (y - y n)

(0≤Η≤1)

≤[M - L d (3- e
Κ1
Ε (1- t) - e

Κ2
ΕΛ1

(1- t) ) ]6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1

≤ (M - L d ) 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1≤0　　 (L ≥
M
d

) ,

所以 Ξ( t, Ε, Λ1)是方程 (1)于 [ 0, 1 ]上的上解,同理

可知 Ξ( t, Ε, Λ1)是方程 (1)于 [ 0, 1 ]上的下解,下面

证明 Ξ( t, Ε, Λ1) , Ξ( t, Ε, Λ1)满足引理的条件 ( iii) :

10　Ξ(0, Ε, Λ1) = y n (0) - L (3- e
Κ1
Ε

- e
Κ2
ΕΛ1 ) 6

n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1

　　　　≤Α(Ε, Λ1) + M 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1- L 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1

　　　　≤Α(Ε, Λ1)　 (L ≥M 时) 1

20　Ξ(1, Ε, Λ1) = y n (1) - L 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1

　　　　≤Β(Ε, Λ1) + (M - L ) 6
n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1

　　　　≤Β(Ε, Λ1)　 (L ≥M ) 1

30　Ξ′(1) = y′n (1) + L (
Κ1

Ε+
Κ2

ΕΛ1
) 6

n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1
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　　≤Χ(Ε1Λ1) + [M + L (
Κ1

Ε+
Κ2

ΕΛ1
) ]6

n+ 1

i= 0
Εn+ 1- iΛi

1

　　≤Χ(Ε, Λ1)　 (L > -
ΕΛ1M

Λ1Κ1+ Κ2
) 1

同理有 Ξ(0, Ε, Λ1)≥Α(Ε, Λ1) , Ξ(1, Ε, Λ1)≥Β(Ε, Λ1)

和 Ξ′(1, Ε, Λ1)≥Χ(Ε, Λ1) ,故当 Ε, Λ1 充分小时,取L

≥m ax
M
d

,M ,根据引理 1 可知方程 (1)～ (2)存

在解 y ( t ) ∈C
3 [ 0, 1 ]且满足 Ξ ( t ) ≤ y ( t ) ≤

Ξ( t) 1定理得证 1 证毕

定理 1 说明当 Λ
Ε2→0, Ε→0 时, 问题 (1)～ (2)

的解在 t= 1 附近出现“厚度”不同的“层中层”现

象,但当 Λ= O (Ε2)时,该现象消失 1
21当 Λ= O (Ε2)时,为方便起见,不妨设 Λ= Ε2,

此时问题 (1)～ (2)化为

Ε2
y Ê+ Εa ( t) y "+ b ( t) y′= f ( t, y ) (22)

y (0, Ε) = Α(Ε)～ 6
∞

i= 0
ΑiΕi,

y (1, Ε) = Β(Ε)～ 6
∞

i= 0
ΒiΕi,

y′(0, Ε) = Χ(Ε)～ 6
∞

i= 0

ΧiΕi,

(23)

这里 Α, Β, Χ具有性质为 Α(Ε)≡Α(Ε, Ε2) 1
设与 (22)～ (23)相应的退化问题

b ( t) u′0= f ( t, u′0) , u 0 (0) = Α0 (24)

存在充分光滑的解 u 0 ( t)于 0≤t≤1上 1又设外解

u ( t, Ε)～ u 0 ( t) + u 1 ( t) Ε+ u 2 ( t) Ε2+ ⋯ (25)

把 (25)代入 (22)及 (23)第一式得到确定 (25)各项

系数 u i ( t)所满足的递推方程

b ( t) u′i= F i ( t) - uÊi- 2- a ( t) u" i- 1, u i (0) = Α0

(26) i

其中 F i ( t) =
�if ( t, 6

∞

i= 1

u i ( t) Εi)

i! �Εi
Ε= 0

, (26) i 是一阶方

程, 其解可由 u 0 依次确定,从而得到展开式 (25) 1
但外解一般说来在 t= 1 并不满足定解条件 (23) ,

问题 (22)～ (23)在 t= 1附近出现非一致性,为此

引进伸长变量 s1 =
1- t

Ε , 在 t= 1 附近构造具有性

质V (+ ∞) = 0的边界层校正项

V (s1, Ε)～V 0 (s1) + V 1 (s1) Ε+ V 2 (s1) Ε2+ ⋯

(27)

令

　　　y = u ( t, Ε) + ΕV (s1, Ε) (28)

把 (28)代入 (22)～ (23)得到

d3V
ds3

1
- a (1- Εs1) d2V

ds2 + b (1- Εs1) d V
ds1

　　= h (1- Εs1, u (1- Εs1) )

　　　- h (1- Εs1, u (1- Εs1) + ΕV ) ,

V (0, Ε) = Ε- 1 [Β(Ε) - u (1) ],V (+ ∞) = 0,

V i (0) = u′i (1) - Χ1,

(29)

把 (27)代入 (29)得到V i (s1) ,当 Β0 = u 0 (1)时所满

足的递推方程

-
d3V i

ds3
1

+ a (1)
d2V i

ds2
1

- b (1)
d V i

ds1

　　= h′y (1, u (1) )V i- 1+ R i (s1) - 6
i

k= 1

(- s1) k

k!
a

(k ) (1)V " i- k

　　　- 6
i

k= 1

(- s1) k

k!
b

(k) (1)V′i- k ,

V i (0) = Βi+ 1- u i+ 1 (1) , V i (+ ∞) = 0, V i (0) = u′i (1) - Χi,

(30) i

其中 i= 1, 2,⋯, R i (s1)是V l (0≤l≤i- 1)的不含常

数项的多项式,方程 (30) i 是常系数线性方程,其解

可依次求得,且当 s1→+ ∞时,V i (s1)→0,于是得到

具有边界层性质的展开式 (27) ,进而得到问题 (1)

～ (2)当 Λ= O (Ε2)时的 n 阶渐近近似式

　y
3
n ( t) = 6

n

i= 0
(u i ( t) + ΕV i (

1- t
Ε ) ) Εi (31)

易知 Ξ3 ( t, Ε) = y
3
n ( t) - L

3 (2- e
Κ0
Ε (1- t) ) Εn+ 1, Ξ3 ( t,

Ε) = y
3
n ( t) + L

3 (2- e
Κ0
Ε (1- t) ) Εn+ 1分别是方程 (1)于

[ 0, 1 ]的上解与下解,且当L
3 ≥m ax

M 3

d
,M 3 时

满足引理的条件 ( iii) ,这里 Κ0 是特征方程 Κ3+ m Κ2

+ m Κ= 0 具有负实部的根, 正数M
3 使相应于 y

3
n

的 (20)式成立 1根据引理可推得如下结论:

定理 2　当 Λ= O (Ε2)时,如果假设 (É )～ (Ê )

条件成立,那么当 Ε> 0充分小时,问题 (1)～ (2)有

解并满足ûy - y
3
n û≤L

3 (2- e
Κ0
Ε (1- t) ) Εn+ 11

y
3
n 由式 (31)给出 1由定理 2可知当Λ= O (Ε2)

时,问题的解在 t= 1附近不再出现“层中层”现象 1
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具有扩散的捕食系统周期解的全局存在性
叶凯莉

(信阳师范学院 数学系,河南 信阳 464000)

摘　要:考虑一类非自治捕食系统,食饵种群可以在两个斑块中扩散,捕食者种群在一个斑块中不能

扩散,利用迭合度方法,得到了一组易验证的系统存在严格正周期解的充分条件 1
关键词:正周期解;捕食系统;迭合度;扩散
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Singular perturba tion of boundary va lue problem for

non l inear equa tion w ith two param eters
CHEN Y u- sen , HUANGW e i-zhang

(Fuqing B ranch, Fu jian N o rm al U n iversity, Fuqing 350300, Ch ina)

Abstract: T he singu lar pertu rba t ion of boundary value p rob lem fo r a class of h igher o rder sem ilinear

equat ion w ith tw o param eters is stud ied. T he boundary layer phenom ena of d ifferen t characters of

pertu rbed so lu t ion w ith d ifferen t quan t ity step of tw o param eters is d iscu ssed. By u sing differen t ia l

inequalit ies, ex istence of the so lu t ion is p roved, and an est im at ion of rem ainder term is g iven.

Key words: sem ilinear; tw o param eter; singu lar pertu rba t ion; d ifferen t ia l inequality
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