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PS 环的一些刻画
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摘　要: 利用非奇异模、极小内射模, 给出 PS 环的一些刻画, 同时刻画了半单环, 指出右 YJS 环、右D S 环

与右 PS 环之间的关系及它们等价的条件 1
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0　引言

近年来, 关于内射模的研究很多[ 1, 2, 3 ] , 利用内

射模, 刻画了环性质 1 文献[1 ]中引入极小内射模,

刻画极小内射环, 本文利用极小内射模刻画 PS

环 1本文中, R 表示有单位元的结合环,M 表示左

R 2模 1
根据[ 2 ], 一个环R 称为右 (左) PS 环, 如果 R

的每个极小右 (左)理想都是投射模 1 易见, 右 (左)

PP 环, 右 (左)非奇异环都是右 (左) PS 环 1
根据[4 ], 一个环 R 称为右 (左)D S 环, 如果 R

的每个极小右 (左)理想都是直和项 1 易见, 右 (左)

D S 环是右 (左) PS 环 1
根据 [ 3 ], 一个环 R 称为右 (左) YJS 环, 如果

R 的每个极小右 (左) 理想都是 YJ 内射模 1 由 [ 3 ]

定理 2 知右 (左) YJS 环是右 (左) PS 环 1
根据 [ 1 ], 一个环 R 称为右 (左) 极小内射环,

如果对 R 的每个极小右 (左) 理想 kR (R k ) 及右

(左) R —同态 Χ: kR (R k ) →R , 有 Χ(k ) ∈kR (R k ).

由[4 ]知右 (左)D S 环是右 (左)极小内射环 1

设 R =
F　F

O 　F
, F 是一个除环, 则 R 是左和

右非奇异环, 从而是左和右 PS 环, 但 R 既不是左

极小内射环又不是右极小内射环, 从而 R 也不是

左D S 环和右D S 环 1
一个右R 2模M 称为极小内射模, 若对R 的每

个极小右理想 K 及每个 R 2同态 f : K →M , 可以扩

充到R 到M 的同态 1

　　一个右R 2模M 称为右极小非奇异模, 若R 的

每个极小右理想 K 都是非奇异模 1

1　主要结果

定理 1　设R 是一个环, 则下列条件等价:

1)R 是右 PS 环;

2) Soc (R R )∩Z (R R ) = 0;

3)投射右 R 2模的每个极小子模是投射模;

4)R 的每个零化子极大右理想 K 由幂等元生

成;

5) 对每个单右 R 2模M , 或者M 是非奇异模,

或者Ho rnR (M , R ) = 0;

6) 对 R 的每个极大右理想L , 或者 l (L ) = 0,

或者R öL 是非奇异模 1
7) Soc (R R )是非奇异模;

8)R 的每个极小右理想是非奇异模;

9)R 有一个忠实的右极小非奇异模 1
证明　1) ] 2) : 设 kR 是 R 的任意极小右理

想, 则 kR 投射, r (k )是R 的直和项, 故 k | Z (R R ) ,

从而 Soc (R R )∩Z (R R ) = 0;

2) ] 1)设 kR 是 R 的任意极小右理想, 由 2) k

| Z (R R ) , 则 r (k )非本质, 又 r (k )极大, 故 r (k )是R

的直和项, 又 kR ≌R ör (k ) , 从而 kR 投射 1
3) ] 1) ] 8) ] 7) ] 5) ] 1) Ζ 4) : 显然 1
1) ] 3) : 设M 是投射右R 2模P 的极小子模, 则

M 是某个自由模 F 的极小子模, 易证M ≌I , 其中 I

是R 的极小右理想, 由 1)M 是投射右R 2模 1
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　　5) ] 6) 设 L 是 R 的任意极大右理想, 如果

l (L )≠0, 由于 l (L ) ≌Hom R (R öL , R ) , 由 5) R öL

是非奇异模 (因为R öL 是单右R 2模) ;

6) ] 1)设 kR 是R 的任意极小右理想, 则 r (k )

极大, 又 k ∈ lr (k ) , 由 6) R ör (k ) 是非奇异模, 则

r (k ) 非本质, 故 r (k ) 是 R 的直和项, 又 kR ≌

R ör (k ) , 从而 kR 投射 1
1) ] 9) : R R 是忠实右极小非奇异模 1
9) ] 6) : 设M R 是忠实右极小非奇异模, K 是

R 的极大右理想, 若 l (K ) ≠0, 设 T = l (K ) , 则 T K

= 0, 但 T R ≠0, 故M T R ≠0, 设 0≠m ∈M T , 使m R

≠0, 由于m K Α M T K = 0, 故 K Α l (m ) < R , K =

l (m ) , 因此m R ≌R öK , m R 是M 的极小子模, m R

是非奇异模, R öK 是非奇异模 1 证毕

推论 2　设 R 为右 PS 环, Soc (R R ) 是 R 的本

质右理想, 则R 是右非奇异环 1
由于左完全环拥有本质右基座, 故有:

推论 3　设 R 为右 PS 环, 左完全环, 则 R 是

右非奇异环 1
一个环R 称为右 GPF 环, 如果R R YJ 2内射, 半

完全, 且拥有本质右基座 1
推论 4　R 是半单环当且仅当 R 为右 PS 环,

右 GPF 环 1
证明　设R 为右 PS 环和右 GPF 环, 由推论 2

知R 是右非奇异环 1 又R R 是 YJ 2内射模, J (R ) =

Z (R R ) = 01 因为 R 是半完全环, R öJ (R ) 是半单

环, 从而R 是半单环 1 证毕

由于右 PF 环是右 GPF 环, 故有

推论 5　R 是半单环当且仅当 R 为右 PS 环,

右 PF 环 1
在文献 [ 4 ]中, 我们指出 R 是右D S 环当且仅

当 Soc (R R ) ∩J (R R ) = 0; 又 R R 是 YJ 2内射模时,

J (R ) = Z (R R ) 1故有:

推论 6　设R R 是 YJ 2内射模, 则R 是右D S 环

当且仅当R 为右 PS 环 1
定理 7　设R 是一个环, 则下列条件等价:

1)R 是右 PS 环;

2) 极小内射右 R 2模的每个商模是极小内射

模;

3)内射右R 2模的每个商模是极小内射模;

4) 每个右 R 2模的任意两个极小内射子模的和

是极小内射模;

5) 每个右 R 2模的任意两个同构的极小内射子

模的和是极小内射模 1

证明　仿[5 ]定理 4 可证 2) ] 4) ] 5) ] 2) :

1) ] 2) 设Q
8 是极小内射右 R 2模Q 的任意商

模: f : Q →Q
81g : kR →Q

8 是任意右 R 2同态, 其中

kR 是极小右理想 1 由 1) kR 是投射模, 则有右

R 2模映射 h: kR →Q , 使 f h= g. 又Q 是极小内射右

R 2模, 则有 t: R →Q , 使 ti= h , 其中 i: kR →R 是嵌

入映射 1 故有 f t: R →Q
8, 使 (f t) i= f ( ti) = f h= g.

故Q
8 是极小内射模 1
2) ] 3)显然;

3) ] 1) 设 kR 是 R 的任意极小右理想, f : Q →

Q
8 是任意右R 2满射, 其中Q 是任意内射右R 2模,

g : kR →Q
8 是任意右R 2同态, 则Q 8 是极小内射模,

故有 h: R →Q
8, 使 h i= g. 又 R R 投射, 则有 t: R →

Q , 使 f t= h , 则有 t: kR →Q , 使 f ( ti) = (f t) i= h i=

g. 故 kR 是投射模 1
设 S 是 R 的自由有限正规化扩张, 且 S 是双

边R 2投射的, 则称 S 是R 的 Excellen t 扩张[6 ]1
证毕

定理 8　S 是 R 的 Excellen t 扩张, 则 R 是右

PS 环当且仅当 S 为右 PS 环 1
证明　由 [ 6 ]推论 113 Soc (S s) = Soc (R R ) S ,

且作为右R 2模,

Soc (S S ) = Soc (R R )S ≌Ý
n

i= 1
Soc (R R ).

故S 是右 PS 环当且仅当 Soc (S S )为投射右 S2模当

且 仅 当 Soc (S S ) 是 投 射 右 R 2模 当 且 仅 当

Soc (R R )是投射右R 2模当且仅当R 是右 PS 环 1
证毕

注 1　定理 3 中的 Excellen t 扩张不能削弱成

自由有限正规化扩张, 例如: 设R = Z 2, A = Z 2 [x ]ö

(x
2) , 则A = Z 2 Ý Z 2 t, t

2 = 0, 再设 S =
Z 2 A

0 A
, 则

R 是右 PS 环, 但 S 不是右 PS 环 1 另一方面 S 是

R 的自由有限正规化扩张, 自由基为
1　0

0　0
,

0　0

0　1
,

0　0

0　t
,

0　1

0　0
,

0　t

0　0
.

推论 9 　设 G 是有限群, û G û - 1 ∈R , 则

C ro ssed 积 R 3 G 是右 PS 环当且仅当 R 是右 PS

环 1
推论 10　R 是右 PS 环当且仅当全矩阵环

M n (R )是右 PS 环 1
定理 11　设 R 是群 G2分次环, ûG û - 1∈R , 则

Sm ash 积 R # G
3 是右 PS 环当且仅当 R 是右 PS

环 1
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证明　由 [ 7 ]知 R # G
3 3 G≌M n (R ) , 再由推

论 9 和推论 10 可得 1 证毕

注 2　定理 11 中的ûG û - 1∈R 不能去掉, 例

如: 设 R = Z 2 [x ]ö(x
2) , 则 R = Z 2Ý Z 2 t, t

2= 0, 则 R

不是右 PS 环[ 2 ] 1 现设 G = {e, a}是二元循环群, R

是G2分次环, R e= {0, 1}, R a= {0, 1+ a}, 则

R # G
3 ≌M 2 (Z 2) ,

(b+ cx ) p e+ (u+ vx ) p a→
b+ c v

c u+ v
,

则由推论 10 知R # G
3 是右 PS 环 1

设 R 是群G2分次环, 记 SuppG = {a∈G ûR a≠

0}, 文献[8 ]指出: 若 e2次分支 R e 是单A rtin 环, 则

R = R e3 G (C ro ssed 积) 1 从而

R # G
3 ≌M n (R e) ,

其中 n= ûGû.
定理 12　设 R 是群 G2分次环, G = SuppG ,

ûGû - 1∈R e, R e 是单A rtin 环, 则下列条件等价:

1)R e 是右非奇异环;

2)R e 是右 PS 环;

3) Sm ash 积R # G
3 是右 PS 环;

4)R 是右 PS 环;

5)R 是右非奇异环;

6) Sm ash 积R # G
3 是右非奇异环 1

证明　1) ] 2) , 3) Ζ 4)显然; 2) ] 1) 由于 R e 是

单A rtin 环, 从而为左完全环, 由推论 3 得证 1
2) Ζ 3) 由于 R # G

3 ≌M n (R e) , 其中 n = ûG û ,

由推论 10 知 R # G
3 是右 PS 环当且仅当 R e 是右

PS 环 1
1) Ζ 5) Ζ 6)由[9 ]可得 1 证毕

定理 13　设 R 为右 PS 环, 若 R 的每个幂等

主右理想包含一个极小右理想, 且奇异单右R 2模
是 YJ 内射模, 则 Z r (R ) = 0;

证明　若 Z r (R ) ≠0, 则有 0≠a∈Z r (R ) , 使 a
2

= 0, 若R aR + r (a) = R , 则R a 是幂等的, 故有极小

右理想 kR , kR Α aR , 由于 R 是右 PS 环, 则有 f :

kR ≌eR , 其中 e
2= e, f

1 (e) = k. 由于 k∈Z r (R ) , 则

有 R 的本质右理想 I , 使 k I = 0, 故 eI = 0, e∈

Z r (R ) , 矛盾 1 故有 R 的极大本质右理想M , 使

R aR + r (a) ΑM 1 由于 R öM 是奇异单右 R 2模, 故

为 YJ 内射模, 设 aR →R öM , a r û→ r+ M 是右R 2模
映射, 故有 c∈R , 使 1- ca∈M , ca∈R aR ΑM , 1∈

M , 矛盾 1 证毕

在文献 [ 10 ]中,W are 指出交换环上的单模是

平坦模当且仅当它为内射模 1
推论 14　设R 为交换环, 则下列条件等价:

1)R 为右 PS 环;

2)R 为右 YJS 环;

3)R 为右D S 环;

4)R 的每个极小右理想 p 2内射模;

5)R 的每个极小右理想是 FP 内射模;

6)R 的每个极小右理想是内射模;

7)R 的每个奇异极小右理想是 p 2内射模;

8)R 的每个奇异极小右理想是 FP 内射模;

9)R 的每个奇异极小右理想是内射模;

10)R 的每个极小右理想是极小内射模 1
推论 15　设 R R 为 YJ 内射模, I 是 R 的极小

右理想, 则下列条件等价:

1) I 是 YJ 内射模;

2) I 是极小内射模;

3) I 是直和项;

4) I 是投射模;

5) I 是非奇异模 1
定理 16　设 R R 为 YJ 内射模, 则下列条件等

价:

1)R 是右 YJS 环;

2)R 是右D S 环;

3)R 是右 PS 环 1
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　　又因为当 k≤3n - 2 时, k 的任一个分拆式 (6)

都满足 (3) ; 当 k= 3n- 1 时, 仅有一个分拆式

k= 3n- 1= 2n+ 1+ 1+ ⋯+ 1

不满足 (3) ; 当 k= 3n 时, 仅有两个分拆式

k = 3n= (2n+ 1) + 1+ 1+ ⋯+ 1

= 2n+ 2+ 1+ ⋯+ 1

不满足 (3) 1 因此6
3n

k= n
f (k , n) - 3≤G (p ).

当 k> 3n- 2 时, k - 3n+ 2 的任一个分拆式

k - 3n+ 2= s1+ s2+ ⋯+ s1, 1≤t≤n.

对应着 k 的一个分拆式

k= (2n- 1+ s1) + (1+ s2)

+ ⋯+ (1+ st) + 1+ ⋯+ 1.

它不满足 (3) 1 因此, 不满足 (3) 的分拆式至少有

f (k - 3n+ 2, 1) + f (k - 3n+ 2, 2) + ⋯+ f (k - 3n

+ 2, n)个. 由 (1)可知

6
n

i= 1
f (k - 3n+ 2, i) = f (k - 2n+ 2, n).

所以,

　6
3n

k= n
f (k , n) - 3≤G (p )≤6

3n= 2

k= n
f (k , n)

　　+ 6
nn

k= 3n- 1
[ f (k , n) - f (k - 2n+ 2, n) ]1

(2)当 p = 2n+ 1≥5 时, 类似可证 (5)式成立 1
注: 当 p = 6 时, (4) 式的上、下界皆为 20, 与文

[1 ]的结论一致 1
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