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具临界指数开问题的一类逼近
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摘 　要 :给出了一类具临界指数的椭圆方程一对非平凡弱解的存在性定理 ,在某种意义上首次逼近了具临

界指数的椭圆方程的一开问题 1
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Abstract: The existence theorem of a pair of solutions for ellip tic equation with the critical Sobo2
lev exponents is given in this paper, which app roximates firstly on an open p roblem to some extent.
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　　1983年 BREZIS和 N IRENBERG在文献 [ 1 ]中

证明了具 Sobolev临界指数 2
3 的半线性椭圆方程

- Δu =λu +| u |
23 - 2

u, x ∈Ω < R
N

u = 0, 　　　　　　　x ∈ 5Ω
当 N ≥ 4且 0 <λ <λ1 时正解存在 1而当 N = 3

时 , 情 况 变 得 很 特 殊 1 事 实 上 BREZIS 和

N IRENB ERG后来发现 ,当且仅当 N = 3时 - Δ的

格林函数属于 L
2
loc (R

N ) 1一个直接的困难在于下确

界

inf
0≠u∈H1

0 (Ω)

‖u‖2
- λ‖u‖2

L 2

‖u‖2
L 23

= Sλ < S,

在 N = 3时未必成立 1事实证明这是一种本质的困

难 ,文献 [ 2, 3 ]因此只给出了λ≥λ1时该问题在 N

≥ 4时非平凡弱解存在性结论 1
本文一般假设Ω为 R

N (N ≥ 3) 中的有界光滑

区域 , Sobo lev临界指数 2
3

=
2N

N - 2
,λ1 为 - Δ在

H
1
0 (Ω) 中的最小特征值 ,其范数为

‖u‖ = ( ∫Ω | ý u |
2

dx)
1
2 1

2001年刘水强和唐春雷在文献 [4 ]中讨论了涉

及 Sobolev临界指数和λ1 的半线性椭圆方程弱解的

存在性问题 1此外还有 1995年 LANDESMAN 和

RAB INSON在文献 [ 5 ]中用拓扑度技巧和变分方法

也解决过类似问题 ,以及相关文献 [ 6 - 9 ] ,等 1受到

[ 4 ] [ 10 ]等相关文献的启发 ,本文试图考虑

- Δu =λ1 u +| u |
23 - 2

u + g ( x, u) , x ∈Ω < R
N (N ≥ 3)

u = 0, 　　　　　　　　　　　　x ∈ 5Ω
(1)

非平凡弱解的存在性问题 , 其中次临界扰动项

g ( x, t) 关于变量 t可以是非线性的 1为在形式上逼

近了

- Δu =λ1 u +| u |
23 - 2

u, x ∈Ω < R
N (N ≥ 3)

u = 0, 　　　　　　　x ∈ 5Ω
(2)

本文最后给出了含参数ε的 D irich le t问题

- Δu =λ1 u +| u |
23 - 2

u +εf ( u) , x ∈Ω

u = 0, 　　　　　　　x ∈ 5Ω
(3)

一对非平凡解的存在性定理 ,这里

f ( t) =
- t

p
, t ∈ ( - 1, 1)

- t
q
, t ∈ ( - ∞, - 1 ] ∪ [ 1, + ∞)

(4)

是奇函数 (如 , p, q分别等于两既约奇数之商 ) , 其

中常数 p ∈ (0, 1) , q ∈ (1, 23
- 1) .
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1　开问题正解的不存在性

定理 1　D irich le t问题 (2) 没有古典正解 1
证明 　首先由文献 [ 11, 12 ] 知 ,第一特征值

λ1 > 0,其对应的第一特征函数空间 E (λ1 ) 是一维

的 ,并且第一特征函数在Ω上均保持不变号 ,从而

可设存在范数为 1的正特征函数 e1 ∈ E (λ1 ) ,对任

意 x ∈Ω有 e1 ( x) > 01
假设问题 (2) 存在古典正解 ,不妨设为 u0 ,则

由 (2) ,对于特征函数 e1 显然有

∫Ω u
23 - 1
0 - e1 dx = 0. (5)

由 e1 的连续性知 ,对于任意给定测度不为零的Ω0

< < Ω (即Ω0 < Ω) , 必存在 x0 ∈Ω0 , 使 0 <

u
23 - 1
0 ( x0 ) e1 ( x0 ) = m in

x∈Ω0

u
23 - 1
0 ( x) e1 ( x) ,从而

∫Ω u
23 - 1
0 e1 dx ≥ ∫Ω0

u
23 - 1
0 e1 dx ≥

　　u
23 - 1
0 ( x0 ) e1 ( x0 ) ·m easΩ0 > 0,

与式 (5) 矛盾 ,故问题 (2) 没有古典正解 1 证毕

注 1　由文献 [ 13 ]定理 71514知 ,只要Ω为 R
N

中的 C
0,α区域 (定义 311) ,问题 (2) 的弱解也就是

强解 ,故此时问题 (2) 也就没有任何正解 1
注 2　e1 的连续性可由文献 [ 13 ]引理 51911

和定理 51913推得 1

2　非平凡多解存在性与正则性

本文假设 g ( x, t) 满足下列条件

( g1 ) g ( x, t) ∈ C (Ω ×R, R ) ,

( g2 ) 存在常数 q ∈ (1, 2
3

- 1) , 使得

lim
t→+∞

g ( x, t)

t
q =β < 0对 x ∈Ω一致地成立 ,

( g3 ) lim
t→0 +

g ( x, t)

t
= - ∞对 x ∈Ω一致地成立 1

又记

I ( u) =
1
2 ∫Ω | ý u |

2
dx -

λ1

2 ∫Ω u
2

dx -

　　 1
2

3 ∫Ω | u |
23

dx - ∫Ω G ( x, u) dx

显然 I ( u) 为问题 (1) 所对应的变分泛函 , 其中

G ( x, u) = ∫
u

0
g ( x, t) d t.

定理 2　满足条件 ( g1 ) - ( g3 ) 的函数 g ( x, t)

关于变元 t是奇函数 ,且对任意 ( x, t) ∈Ω ×(0, +

∞) 有 g ( x, t) < 01如果存在函数 v∈H
1
0 (Ω) , v ( x)

≠ 0, a. e. x ∈Ω,使得

sup
t≥0

I ( tv) <
1
N

S
N
2 , (6)

则 D irich le t问题 (1)至少存在一对非平凡弱解 1这
里

0 < S = inf
u∈H1

0 (Ω)

u¢ 0

∫Ω | ý u |
2

dx

( ∫Ω | u |
23

dx) 2 /23

为 Sobo lev嵌入 H
1
0 (Ω) L

23
(Ω) 最佳常数 ,与Ω的

选择无关 1
不妨仍设 e1 为λ1 所对应的某正的特征函数 ,

其范数 ‖e1 ‖ = 1. 由引理 5,存在常数 t0 > 0,使得

I ( t0 e1 ) = m ax
t≥0

I ( te1 ) 1 (7)

从而 ,对于具体的复合函数 G ( x, t0 e1 ( x) ) ,有

推论 1　满足条件 ( g1 ) - ( g3 ) 的函数 g ( x, t)

关于变元 t是奇函数 ,且对任意 ( x, t) ∈Ω ×(0, +

∞) 有 g ( x, t) < 01如果对于满足式 (7) 的常数 t0

> 0,有

m in
x∈Ω

G ( x, t0 e1 ( x) ) > -
1

m easΩ
{

1
N

S
N
2 +

　　
t
23
0

23 ‖e1 ‖
23
L 23 } , (8)

则定理 2中的式 (7) 成立 1
注 3　推论 1中的 e1 实际上考虑换成任意给

定的第一特征函数 ,即 ke1 ( k ≠ 0) ,因为实际上对

任意 ke1 ,都会有相应的 t0 ,使相应的式 (7) 成立 1
本文将之固定 ,纯粹是为了叙述简便 1

3　定理 2与推论 1的证明

引理 1　变分泛函 I ( u) 满足山路几何 1
证明 　首先易证 I ∈C

1 (H
1
0 (Ω) , R ) ,且 I (0)

= 0.

其次存在常数ρ > 0及α0 > 0,使得 :

I ( u) | 5Bρ (0) ≥α0 > 0. (9)

这里记 Bρ (0) = { u ∈ H
1
0 (Ω) | ‖u‖ <ρ} 1

类似于文献 [ 4 ]对 H
1
0 (Ω) 进行正交分解 ,

H
1
0 (Ω) = E (λ1 ) Ý E (λ1 ) ⊥

=

　　E (λ1 ) Ý E (λ2 ) Ý ⋯E (λi ) Ý ⋯

其中 E (λ1 ) ⊥
= E (λ2 ) Ý E (λ3 ) Ý ⋯E (λi ) Ý ⋯,

λi 为算子 - Δ在 H
1
0 (Ω) 中第 i个互不相等的特征

值 ,其对应的特征函数空间记为 E (λi ) 1从而对于

任意 u ∈H
1
0 (Ω) ,存在 u ∈E (λ1 ) , u ∈E (λ1 ) ⊥

,使

得 u = u + u,且有
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∫Ω | ý �u |
2 dx =λ1 ∫Ω �u2 dx,

∫Ω | ý �u |
2 dx =λ2 ∫Ω �u2 dx,

(10)

由式 (10) 及 Sobo lev不等式 ,有 :存在常数 c3 > 0

I ( u) ≥ 1
2

(1 -
λ1

λ2

) ‖�u‖2
-

　　c3 ‖u‖23
- ∫Ω G ( x, u) dx. (11)

由有限维空间 E (λ1 ) 的范数等价性 ,存在常数 c >

0

∫Ω u
2

dx ≥ c‖u‖2
, Π u ∈ E (λ1 ) .

再由式 (11) 以及 ( g1 ) - ( g3 ) 不难得到 :存在常数

c
3

> 0使得

I ( u) ≥ c
3 ‖u‖2

- c3 ‖u‖23
,

故当 ‖u‖ =ρ充分小时 ,易知式 (9) 成立 1
再次 ,对于任意给定的 u1 ∈ H

1
0 (Ω) 且 u1 ( x)

≠0, a. e. x ∈Ω (本文约定 ,可简记 u1 ¢ 0) ,必存在

t1 > 0,使得 t1 u1 | Bρ (0) 并且当 t≥ t1时有 I ( tu1 )

< 01这只需证以下式 (12) 成立

I ( tu1 ) → - ∞, t →+ ∞, Π u1 ¢ 0 (12)

事实上由 ( g2 ) 以及连续函数 g ( x, t) 关于 t的奇性

则不难证得式 (12) 成立 1
记Γ是 H

1
0 (Ω) 中连结 0和 t1 u1 的连续路径的

全体 1又记

c0 = inf
ζ∈Γ

max
u∈ζ

I ( u) ≥α0 > 0.

由引理 1以及不含 ( PS) 条件的山路引理知 ,存在

H
1
0 (Ω) 中的序列 { un } ,使得 :当 n →∞时 ,

I ( un ) → c0 , (13)

I′( un ) → 0, in (H
1
0 (Ω) ) 3 (14)

证毕

引理 2　满足式 (13) 和 (14) 的序列 { un } 在

H
1
0 (Ω) 中有界 1

证明 　由式 (13) 和 (14) 知 :当 n充分大时 ,

1
2 ∫Ω | ý un |

2
dx -

λ1

2 ∫Ω u
2
n dx -

1
23 ∫Ω | un |

23
dx -

　　∫Ω G ( x, un ) dx = c0 + o (1) , (15)

∫Ω | ý un |
2

dx - λ1 ∫Ω u
2
n dx - ∫Ω | un |

23
dx -

　　∫Ω g ( x, un ) un dx =〈 I′( un ) , un 〉. (16)

对于任意给定的ε > 0,当 n充分大时 ,

‖I′( un ) ‖(H1
0 (Ω) ) 3 ≤ε1 (17)

由 ( g2 ) ,并注意到ε的任意性 ,可以得到

| G ( x, u) | +
1
s

| g ( x, u) u | ≤ε | u |
23

+ sε,

　　Π ( x, u) ∈Ω ×R1 (18)

则由式 (15) - (18) 不难得到 :存在正的常数 s1 和

s2 使

s2 ‖un ‖
2

- s1 ·m easΩ < c0 + o (1) +

　　
ε
s
‖un ‖ + sε·m easΩ

至此易知 { un } 在 H
1
0 (Ω) 中有界 1

从而满足式 (13) 和 (14) 的序列 { un } 在

H
1
0 (Ω) 中必存在弱收敛的子列 , 不妨仍记为

{ un } (以下遇此情况 ,均此处理 ,不再赘述 ) ,

un _ u3 , in H
1
0 (Ω) 1 (19)

再利用 Carathedory算子 A: u ( x) →τ( x, u ( x) ) 是

L
23

(Ω) →L
( 23 ) ′(Ω) = (L

23
(Ω) ) 3 的有界连续算

子 (其中τ( x, u) =λ1 u +| u |
23 - 2

u + g ( x, u) ) ,则

不难证得 1 证毕

引理 3　式 (19) 中的 u3 即是问题 (1) 在

H
1
0 (Ω) 中的一解 1

接下来 ,由于

un _ u3 , in H
1
0 (Ω)

un _ u3 , in L
23

(Ω)

un → u3 , in L
2 (Ω)

un ( x) → u3 ( x) , a. e. x ∈Ω

把 un和 u3 零延拓到 R
N 上 ,为方便起见 ,仍记为 un

和 u3 ,不失一般性 ,可以假定存在两非负测度μ和

υ,使 n →∞时 ,

| ý un |
2 _μ, | un |

23
_υ.

由 L ION S的集中紧性原理 [ 14 ]
,存在至多可数指标

集 J,和 { xj } j∈J < R
N

, {μj } j∈J < (0, + ∞) ,使得

　　 ( i) v = | u3 |
23

+ ∑
j∈J

vjδx j ,

　　 ( ii)μ≥| ý u3 |
2

+ ∑
j∈J

μjδx j ,

且 v
2 /23
j ≤μj /S, Π j∈J1其中δx j

是 xj处的 D irac测

度 , S是 Sobo lev嵌入最佳常数 1
现取截断函数φ∈ C

∞
0 (R

N ) , 0 ≤φ≤ 1,且φ

在 B 1
2

(0) 上恒为 1, suppφ < B 1 (0) , 又记 φε =

φ(
x
ε

) , x ∈ R
N

,ε > 01则由 Hö lder不等式不难得

到一技术性结果 :

∫RN
| u ( x) ýφε ( x - xj ) |

2
dx ≤

　　 ( ∫RN
| ý φ |

2·23
23 - 2 dx)

23 - 2
23
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　　 ( ∫Bε( x j)
| u |

23
dx)

2
23 ,

　　Π xj ∈ R
N

, u ∈L
23

(R
N )

利用这个技术性结果 ,类似于文献 [ 10 ],本文也可

证得 : J至多是有限指标集 (包括空集 ) ,即 :

引理 4　对于引理 3中的 u3 ,必有 c0 = I ( u3 )

或存在正整数 m使得 c0 = I ( u3 ) +
1
N ∑

m

j =1
vj ,且 vj ≥

S
N
2 , Π j∈ J1

定理 2的证明 　由引理 1至引理 3,定理 2的

证明只须证明引理 3中的 u3 是问题 (1) 的非平凡

弱解 1而这只需利用引理 4,用反证法即可证明 1
再由 g ( x, t) 的奇函数性 ,显然 - u3 ,也是 D irich le t

问题 (1) 的一非平凡弱解 1
引理 5　存在 t0 > 0使式 (7) 成立 1
证明 　在式 (18) 中 ,由 u1 的任意性 ,不妨取

u1 = e1 ,则由式 (9) 和 (18) 以及 I (0) = 0,显然存

在 t0 > 0,使得

0 < I ( t0 e1 ) = max
t≥0

I ( te1 ) = sup
t≥0

I ( te1 ) (20)

证毕

推论 1的证明 　结合引理 5以及连续函数的

复合函数 G ( x, t0 e1 ( x) ) 在Ω上的连续性 ,则不难

证得推论 11

4　推论 1的适用实例与定理 3

广泛地存在着满足推论 1中条件的函数 g ( x,

t) ,且 g ( x, t) 可以是关于 t的非线性项 1例如 :令

g ( x, t) =εf ( t) =

　　
- εt

p
, t ∈ ( - 1, 1)

- εt
q
, t ∈ ( - ∞, - 1 ] ∪ [ 1, + ∞) 1

其中 f ( t) 为式 (4) 定义的奇函数 ,常数 p∈ (0, 1) ,

q ∈ (1, 2
3

- 1) . 从而

G ( x, u) =

-
1

p + 1
εu

p +1
, u ∈ ( - 1, 1)

-
1

q + 1
εu

q +1
- (

1
p + 1

-
1

q + 1
)ε,

　　u ∈ ( - ∞, - 1 ] ∪ [ 1, + ∞) 1

关于变量 u是偶函数 1
复合连续函数 G ( x, t0 e1 ( x) ) 在Ω上的解析式

为

G ( x, t0 e1 ( x) ) =

-
1

p + 1
ε{ t0 e1 ( x) }

p +1
, t0 e1 ( x) ∈ ( - 1, 1)

-
1

q + 1
ε{ t0 e1 ( x) }

q +1
- (

1
p + 1

-
1

q + 1
)ε,

　　t0 e1 ( x) ∈ ( - ∞, - 1 ] ∪ [ 1, + ∞) 1

(21)

不难验证 g ( x, t) =εf ( t) 满足推论 1中所有条件 ,

并且当ε取充分小正数时 , G ( x, t0 e1 ( x) ) 也必满足

式 (8) 1下面分两种情况来证明这个断言 1
当ε→ 0 +时 ,如果正数 t0 在一有界范围内变

动 ,注意到连续函数 e1 ( x)在Ω上有界 ,则当ε取充

分小正数时 ,由式 (21) 显然有

G ( x, t0 e1 ( x) ) > -
1

m easΩ
· 1

N
S

N
2 > -

　　 1
m easΩ

{
1
N

S
N
2 +

t
23
0

2
3 ‖e1 ‖

23
L 23 } , Π x ∈Ω

若当ε→ 0 +时 ,如果正数 t0 在一无界范围内

变动 ,则 { t0 }必是若干有界子集与若干满足以下式

(22) 的无界子集 (不妨仍设为 { t0 } ) 之并 ,

t0 →+ ∞,当ε→ 0 +时 1 (22)

于是实际上只需考虑式 (22) 这种情况 1
这样 ,当ε为充分小正数时 , t0 为充分大正数 ,

从而由式 (21) 有

1

t
23
0

G ( x, t0 e1 ( x) ) > -

　　 1
m easΩ

· 1
23 ‖e1 ‖

23
L 23 > -

　　 1
m easΩ

{
1
N

1

t
23
0

S
N
2 +

　　 1
23 ‖e1 ‖

23
L 23 } , Π x ∈Ω

因而对于式 (4) 定义的 f ( t) ,由推论 1,本文有

定理 3　当ε取充分小的正数时 , D irich le t问

题 (3) 至少存在一对非平凡弱解 ±uε1
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