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关于D iop han t ine 方程 x p - 2p = pDy 2

乐茂华

(湛江师范学院 数学系, 广东 湛江 524048)

摘　要: 设 p 是奇素数, D 是无平方因子正整数 1 本文证明了: 当 p > 3 时, 如果D 不能被 p 或 2kp + 1 之

形素数整除, 则方程 x p - 2p = pDy 2 没有适合 gcd (x , y ) = 1 的正整数解 (x , y ).
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　　设N 是全体正整数的集合 1 设 p 是奇素数,

D 是不能被 p 或 2kp + 1 之形素数整除的无平方

因子正整数, 柯召和孙琦[ 1 ]曾经对 p = 3 的情况讨

论了方程

x
p - 2p = pDy

2, x , y∈N , x > 2, gcd (x , y ) = 1

(1)

本文完整地解决了该方程 p > 3 时的求解问

题, 即证明了:

定理　当 p > 3 时, 方程 (1)无解.

证明　假如方程 (1) 有解 (x , y ) , 则因 gcd (x ,

y ) = 1 且D 无平方因子, 故从 (1)可知D、x 和 y 都

是奇数 1 根据文献[2 ]中的结果, 从 (1)可知

　　　gcd x - 2,
x p - 2p

x - 2
= p (2)

　　　x p - 2p

x - 2
¢ 0 (m odp

2) (3)

由于 (x
p - 2p ) ö(x - 2)除了 p 以外的素因数都

是 2kp + 1 之形, 故从 (1)、(2)、(3)可得

　　
x - 2= Dp 2a2,

x p - 2p

x - 2
= p b2,

y = p ab, a , b∈N .

(4)

对于正整数 n , 设

E (n) =
x n- 2n

x - 2
= x

n- 1+ 2x
n- 2+ ⋯+ 2n- 1 (5)

因为 x 是奇数, x
2≡1 (m od8) , 所以当 n≥3 时, 从

(5)可知 E (n)是适合

E (n)≡
3 (m od8) , 当 x ≡3 (m od4)时,

7 (m od8) , 当 x ≡1 (m od4)时,
(6)

的正奇数, 此时, 从 (4)中第二个等式可得

　　　　　　E (p ) = p b
2 (7)

由于 b 也是奇数, 故从 (6)和 (7)可知

p≡
3 (m od8) , 当 x ≡3 (m od4)时,

7 (m od8) , 当 x ≡1 (m od4)时 1
(8)

设 (3 ö3 ) 是 Jacob i 符号 1 当 p ≡7 (m od8)

时, 从 (8) 可知 x + 2 是适合 x + 2≡3 (m od4) 的正

奇数 1 因为从 (5)可知

　　E (p )≡2p - 1 (m od x + 2) (9)

其中 p - 1 是偶数, 故从 (9)可得

　　　 E (p )
x + 2

=
2p - 1

x + 2
= 1 (10)

从 (7)和 (10)可知

　　 E (p )
x + 2

=
p b2

x + 2
=

p
x + 2

= 1 (11)

由于从 (4)中第一个等式可知

x + 2≡4 (m odp ) ,

故从 (11)可得

1=
p

x + 2
= -

x + 2
p

= -
4
p

= - 1 (12)

这一矛盾 1
当 p≡3 (m od8)且 p > 3 时, 设 t= (p - 1) ö2.
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此时 t 是适合 t≡1 (m od4)的正奇数 1 从 (5)可知

　　　E (p )≡2p - 1 (m odE ( t) ) (13)

故有

　　　 E (p )
E ( t)

=
2p - 1

E ( t)
= 1 (14)

从 (7)和 (14)可得

　 E (p )
E ( t)

=
p b2

E ( t)
=

p
E ( t)

= 1 (15)

因为从 (4)中的第一个等式可知

E ( t)≡2 (p - 3) ö2 p - 1
2

≡- 2 (p - 5) ö2 (m odp )

(16)

其中 (p - 5) ö2 是正奇数, 因此从 (15)和 (16)可得

1=
p

E ( t)
= -

E ( t)
p

= -
- 2 (p - 5) ö2

p
=

-
- 2
p

=
2
p

= - 1 (17)

这一矛盾 1
综上所述可知: 当 p > 3 时, 方程 (1)无解 1
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Abstract: L et p be an odd p rim e, and let D be a po sit ive in teger w ith square free. It is p roved tha t if p >

3 and D is no t d ivisib le by p o r p rim es of the fo rm 2kp + 1, then the equat ion x
p - 2p = pDy

2 has no po si2
t ive in teger so lu t ion s (x , y ) w ith gcd (x , y ) = 1.
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