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一类偶数阶中立型方程的振动准则
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摘 要: 通过引入 H-积分算子，对一类具有连续分布偏差变元的偶数阶中立型方程解的振动性问题进行

了研究，并给出了方程解振动的判别准则．
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Abstract: A class of even order neutral equations with distributed deviating arguments was investigated by introdu-
cing H-integral operators． Several new criteria that ensure the oscillation of solutions were obtained．
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0 引言

近年来，关于中立型方程解的振动性研究已有一些结

果． 例如，文献［1-2］讨论了具有连续偏差变元的二阶中立

型方程的振动性问题，文献［3-6］给出了高阶中立型方程

的振动准则，但是文献［3-5］主要讨论了具有离散偏差变

元方程的情形． 由于具有连续偏差变元模型在理论和实际

中的重要作用，它已被应用到很多微分方程中，参见文献

［6-10］． 本文主要考虑下列具有连续分布偏差变元的偶数

阶中立型方程

( x( t) + ∫
b

a
p( t，η) x( h( t，η) ) dρ( η) ) ( n) +

∫
d

c
q( t，ξ) x( g( t，ξ) ) dσ( ξ) = 0，t≥ t0 ( 1)

的振动性问题，并给出解的振动性定理．

1 预备知识

假设方程( 1) 满足下列条件:

1) n 是一个偶数;

2) p( t，η) ∈ C( ［t0，∞ ) × ［a，b］，R+ ) ，q( t，ξ) ∈
C( ［t0，∞ ) ×［c，d］，R+ ) ，R = ［0，∞ ) ;

3) h( t，η) ∈ C( ［t0，∞ ) ×［a，b］，R) ，h( t，η) ≤ t，

lim
t→∞

inf
η∈［a，b］

h( t，η) = ∞ ;

4) g( t，ξ) ∈C( ［t0，∞ ) ×［c，d］，R) ，lim
t→ ∞

min
ξ∈［c，d］

g( t，ξ)

= ∞ ; g( t，ξ) 关于 t 和 ξ 非减而且 g( t，ξ) ≤ t，ξ∈［c，d］，

d
dt g( t，c) 存在且 g'( t，c) ＞ 0;

5) ρ( η) ∈ C( ［a，b］，R) 和 σ( ξ) ∈ C( ［c，d］，R) 是

非减函数，而且方程( 1) 中的积分是 Stieltjes 积分．
文中总是假定对于任意的 t0 ≥ 0，方程( 1) 的解存在．
定义 1 假设 x( t) 为方程( 1) 的解，若存在充分大的

正数 t1≥ t0，使得当 t≥ t1 时，x( t) ＞ 0恒成立，则称 x( t) 最

终为正． 若存在充分大的正数 t1 ≥ t0，使得当 t≥ t1 时，x( t)
＜ 0 恒成立，则称 x( t) 最终为负．

定义 2 若方程( 1) 的解 x( t) 的零点集合无上界，则

称 x( t) 为振动的． 否则称其为非振动的． 若方程( 1) 的所有

解都是振动的，则称方程( 1) 振动．
定义 3 称函数 H = H( t，s) 属于函数类 E，记为 H∈

E，如果 H∈ C( D，R+ ) 满足下列两个条件:

1) H( t，t) = 0，H( t，s) ＞ 0，t ＞ s;
2) H 在 D 上关于变量 t，s 具有连续偏导数，而且存在

h1 ( t，s) ，h2 ( t，s) ∈ C( D，R) ，使得
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H
t

= h1 ( t，s) H( t，s) ，H
s

= h2 ( t，s) H( t，s) ，

其中 D = { ( t，s) : － ∞ ＜ s≤ t ＜ ∞ } ．
定义 4 称函数 H = H( t，s) 属于函数类 E1，记为 H∈

E1，如果 H∈ C( D，R+ ) 满足下列两个条件:

1) H( t，t) = 0，H( t，s) ＞ 0，t ＞ s;
2) H在D上关于变量 s具有连续偏导数，H's ( t，s) ≤0，

而且存在 h3 ( t，s) ∈ C( D，R) ，使得

H
s

= h3 ( t，s) H( t，s) ．

令 z∈C( R，R) ，对于 t≥ T≥ t0，定义两个H-积分算子

XH
T，t = ∫

t

T
H( s，t) z( s) ds，YH

T，t = ∫
t

T
H( t，s) z( s) ds． ( 2)

下面给出定理证明中需要用到的两个重要引理．
引理 1［1］ 设 u( t) 是 R+ 上的一个正的且 n 次可微的

函数． 如果 u( n) ( t) 定号而且在任意区间［t1，+ ∞ ) 上不恒

等于零，其中 t1 ＞ 0，则存在 tu ≥ t1 以及指标 l( 0≤ l≤ n) ，

当 t≥ tu 时，

u( t) u( k) ( t) ＞ 0，0 ≤ k≤ l;
( － 1) k－lu( t) u( k) ( t) ＞ 0，l≤ k≤ n，

其中 n + l 为 偶 数 时，u( t) u( n) ( t) ≥ 0，n + l 为 奇 数 时，

u( t) u( n) ( t) ≤ 0．
引理 2［12］ 假设引理 1 的条件成立，而且当 t≥ tu 时，

u( n－1) ( t) u( n) ( t) ≤0，则存在常数 θ∈ ( 0，1) ，使得对于充分

大的 t，存在常数 Mθ ＞ 0，不等式

| u'( t /2) |≥ Mθ t
n－2 | u( n－1) ( t) |

成立．

2 主要结论

为了得到振动性结果，首先给出下列引理．
引理 3 设 H∈ E，若 x( t) 是方程( 1) 在( m，r］上的最

终正解，则存在函数 z( t) ∈ C'( ［t0，∞ ) ，R) ，使得对于任

意的 H∈ E，

XH
m，r Q( s) － 1

2
h2
1 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

－ z( r) H( r，m) ， ( 3)

其中

Q( t) = ∫
d

c
q( t，ξ) ( 1 － P( g( t，ξ) ) ) dσ( ξ) ，

P( t) = ∫
b

a
p( t，η) dρ( η) ．

证明 设 x( t) 为方程( 1) 的一个最终正解，则存在充

分大的正数 t1≥ t0，使得当 t≥ t1 时，x( t) ＞ 0 恒成立． 又因

为

lim
t→∞

inf
η∈［a，b］

h( t，η) = ∞，lim
t→∞

min
ξ∈［c，d］

g( t，ξ) = ∞，

所以存在 t2 ≥ t0，使 得 x( t) ＞ 0，x( h( t，η) ) ＞ 0，

x( g( t，ξ) ) ＞ 0，t≥ t2，η∈［a，b］，ξ∈［c，d］． 令

y( t) = x( t) + ∫
b

a
p( t，η) x( h( t，η) ) dρ( η) ，t≥ t2，( 4)

得

y( n) ( t) + ∫
d

c
q( t，ξ) x( g( t，ξ) ) dσ( ξ) = 0，t≥ t2， ( 5)

从而当 t≥ t0 时，y( t) ≥ x( t) ＞ 0，y( n) ( t) ≤0，而且 y( n) ( t)
最终不为零． 因此，根据引理 1，存在 t3 ≥ t2 及奇数 l( 0 ＜ l
＜ n) ，使得当 t≥ t3 时，

y( k) ( t) ＞ 0，0 ≤ k≤ l;
( － 1) k－l y( k) ( t) ＞ 0，l≤ k≤ n．

分别取 k = 1 和 k = n － 1，得

y'( t) ＞ 0，y( n－1) ( t) ＞ 0，t≥ t3 ． ( 6)

根据方程( 1) 的假设条件 3) ，y( t) ≥ x( t) 以及式( 6) ，得

y( t) ≥ y( h( t，η) ) ≥ x( h( t，η) ) ． 再结合式( 4) ，得

x( t) ≥ y( t) － ∫
b

a
p( t，η) y( t) dρ( η) =

( 1 － P( t) ) y( t) ． ( 7)

由方程( 1) ，得

y( n) ( t) + ∫
d

c
q( t，ξ) ( 1 －

P( g( t，ξ) ) ) y( g( t，ξ) ) dσ( ξ) ≤ 0． ( 8)

因为 g( t，ξ) 关于 ξ 非减，所以

y( n) ( t) + y( g( t，c) /2) ∫
d

c
q( t，ξ) ( 1 －

P( g( t，ξ) ) ) dσ( ξ) ≤ 0，t≥ t3 ． ( 9)

令

z( t) = y( n－1) ( t)
y( g( t，c) /2)

， ( 10)

则 z( t) ≥ 0． 因为 y'( g( t，c) ) = dy
dg

d
dt g( t，c) ，g( t，ξ) 关于

ξ 非减，而且 g( t，ξ) ≤ t，y( n) ( t) ≤ 0，所以，

y( n－1) ( t) ≤ y( n－1) ( g( t，c) ) ≤ y( n－1) ( g( t，c) /2) ．
因此，由引理 2 可知，当 t≥ t3 时，

z'( t) = y( n) ( t)
y( g( t，c) /2)

－

y( n－1) ( t) y'( g( t，c) /2) g'( t，c)
2y2 ( g( t，c) /2)

≤

y( n) ( t)
y( g( t，c) /2)

－

y( n－1) ( t) Mθg
n－2 ( t，c) y( n－1) ( g( t，c) /2) g'( t，c)

2y2 ( g( t，c) /2)
≤

y( n) ( t)
y( g( t，c) /2)

－ 1
2 Mθg

( n－2) ( t，c) g'( t，c) z2 ( t) ．

进一步，由式( 9) ，得

z'( t) ≤ － ∫
d

c
q( t，ξ) ( 1 － P( g( t，ξ) ) ) dσ( ξ) －

1
2 Mθg

n－2 ( t，c) g'( t，c) z2 ( t) ，

即

Q( t) ≤－ z'( t) － 1
2 Mθg

n－2 ( t，c) g'( t，c) z2 ( t) ． ( 11)

利用算子 XH
t，r 及定义 3 中的条件 2) ，得

XH
t，r ( Q) ≤－ ∫

r

t
H( s，t) z'( s) ds －

Mθ

2 ∫
r

t
H( s，t) gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ds =
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－ z( r) H( r，t) + ∫
r

t
H( s，t) h1 ( s，t) z( s) ds －

Mθ

2 ∫
r

t
H( s，t) gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ds =

－ z( r) H( r，t) + XH
t，r ( h1 ( s，t) z( s) －

Mθ

2 gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ) =

－ z( r) H( r，t) －

XH
t，r (

Mθ

2 gn－2 ( s，c) g'( s，c) ( z( s) －

h1 ( s，t)
Mθg

n－2 ( s，c) g'( s，c)
) 2 ) +

1
2 XH

t，r
h2
1 ( s，t)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

， ( 12)

从而

XH
t，r Q( s) － 1

2
h2
1 ( s，t)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

－ z( r) H( r，t) ，t≥ t3， ( 13)

令 t→ m+ ，得式( 3) 成立，引理 3 证毕．
引理 4 设 H∈ E，若 x( t) 是方程( 1) 在［r，n) 上的最

终正解，则存在 z( t) ∈ C'( ［t0，∞ ) ，R) ，使得对于任意的 H
∈ E，

YH
r，n Q( s) － 1

2
h2
2 ( n，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

－ z( r) H( n，r) ， ( 14)

其中 A( s) 同引理 3．
证明 设 x( t) 为方程( 1) 的最终正解，如引理 3 的证

明所述，当 t≥ t3 时，式( 11) 成立，从而得

YH
r，t ( Q) ≤－ ∫

t

r
H( t，s) z'( s) ds －

Mθ

2 ∫
t

r
H( t，s) gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ds =

z( r) H( t，r) + ∫
t

r
H( t，s) h2 ( t，s) z( s) ds －

Mθ

2 ∫
t

r
H( t，s) gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ds =

z( r) H( t，r) － YH
r，t ( － h2 ( t，s) z( s) +

Mθ

2 gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ) =

z( r) H( t，r) － YH
r，t (

Mθ

2 gn－2 ( s，c) g'( s，c) ( z( s) －

h2 ( t，s)
Mθg

n－2 ( s，c) g'( s，c)
) 2 ) +

1
2 YH

r，t
h2
2 ( t，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

， ( 15)

从而

YH
r，t Q( s) － 1

2
h2
2 ( t，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

z( r) H( t，r) ，t≥ t3， ( 16)

令 t→ n－ ，得式( 14) 成立，引理 4 证毕．
下面讨论偶数阶中立型微分方程( 1) 的振动性结果．

定理 1 设 H∈ E，若对于任意的 l≥ t0，不等式

limsup
t→∞

XH
l，t Q( s) － 1

2
h2
1 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

＞ 0 ( 17)

和

limsup
t→∞

YH
l，t Q( s) － 1

2
h2
2 ( n，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

＞ 0 ( 18)

成立，则方程( 1) 振动．
证明 设 x( t) 为方程( 1) 的一个非振动解，x( t) ≠0，

不妨设 x( t) 是方程( 1) 的最终正解． 对于任意的 T≥ t0，令

m = T，在式( 17) 中，取 l = m，则存在 r ＞ m，使得

XH
m，r Q( s) － 1

2
h2
1 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

＞ 0． ( 19)

同理，在式( 18) 中取 l = r，则存在 n ＞ r，使得

YH
r，n Q( s) － 1

2
h2
2 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

＞ 0． ( 20)

联立式( 19) 和式( 20) ，得

1
H( r，m)

XH
m，r Q( s) － 1

2
h2
1 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

+

1
H( n，r) Y

H
r，n Q( s) － 1

2
h2
2 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

＞ 0．

( 21)

另一方面，由式( 3) 和式( 14) ，得

1
H( r，m)

XH
m，r Q( s) － 1

2
h2
1 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

+

1
H( n，r) Y

H
r，n Q( s) － 1

2
h2
2 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤ 0．

( 22)

与不等式( 21) 矛盾，所以方程( 1) 振动． 定理证毕

在函数类 E 中，若选取

H( t，s) = ( t － s) n，t≥ s≥ t0，

其中 n ＞ 1 是常数，则

h1 = n( t － s) －1，h2 = － n( t － s) －1，

从而由定理 1，可以得到以下推论．
推论 1 设 l≥ t0，n ＞ 1 为常数，若不等式

limsup
t→∞ ∫

t

l
( s － l) n ( Q( s) －

1
2Mθg

n－2 ( s，c) g'( s，c)
( n
t － s)

2 ) ds ＞ 0 ( 23)

和

limsup
t→∞ ∫

t

l
( t － s) n ( Q( s) －

1
2Mθg

n－2 ( s，c) g'( s，c)
( n
t － s)

2 ) ds ＞ 0 ( 24)

成立，则方程( 1) 振动．
定理 2 设 H∈ E1，若对于任意的 t≥ t0，不等式

limsup
t→∞

1
H( t，t0 )

YH
t0，t ( Q( s) －

1
2

h2
3 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c)

) = + ∞ ( 25)

成立，则方程( 1) 振动．
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证明 设 x( t) 为方程( 1) 的一个非振动解，而且 x( t)
≠ 0，不妨设 x( t) 是方程( 1) 的最终正解． 如引理3 的讨论，

当 t≥ t3 时，式( 11) 成立． 对不等式( 11) 作用算子 XH
t，r 并利

用定义 4 中的条件 2) ，得

YH
T，t ( Q) ≤－ ∫

t

T
H( t，s) z'( s) ds －

Mθ

2 ∫
t

T
H( t，s) gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ds =

z( T) H( t，T) － YH
T，t ( h3 ( t，s) z( s) +

Mθ

2 gn－2 ( s，c) g'( s，c) z2 ( s) ) =

－ z( T) H( t，T) －

YH
T，t (

Mθ

2 gn－2 ( s，c) g'( s，c) ( z( s) +

h3 ( t，s)
Mθg

n－2 ( s，c) g'( s，c)
) 2 ) +

1
2 YH

T，t
h2
3 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

， ( 26)

从而

YH
T，t Q( s) － 1

2
h2
3 ( s，m)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

z( T) H( t，T) ，t≥ t3 ． ( 27)

由于 H's ( t，s) ≤ 0，所以 H( t，t3 ) ≤ H( t，t0 ) ，从而

YH
t3，t Q( s) － 1

2
h2
3 ( t，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

z( t3 ) H( t，t3 ) ≤ H( t，t0 ) z( t3 ) ．
于是，得

YH
t0，t Q( s) － 1

2
h2
3 ( t，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

=

YH
t0，t Q( s) － 1

2
h2
3 ( t，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

+

YH
t3，t Q( s) － 1

2
h2
3 ( t，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

YH
t0，t3 ( Q( s) ) + H( t，t0 ) z( t3 ) ≤

H( t，t0 ) ( ∫
t3

t0
Q( s) ds + z( t3 ) ) ，t≥ t3，

所以

1
H( t，t0 )

YH
t0，t Q( s) － 1

2
h2
3 ( t，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c( ))

≤

∫
t3

t0
Q( s) ds + z( t3 ) ．

进一步，得

limsup
t→∞

1
H( t，t0 )

YH
t0，t ( Q( s) －

1
2

h2
3 ( n，s)

Mθg
n－2 ( s，c) g'( s，c)

) ≤

∫
t3

t0
Q( s) ds + z( t3 ) = M ＜ ∞， ( 28)

其中 M 是一个常数． 式( 28) 与式( 25) 矛盾，所以方程( 1)

振动． 定理 2 证毕．
推论 2 对于任意的 l≥ t0 及常数 n ＞ 1，若不等式

limsup
t→∞

1
H( t，t0 )

YH
t0，t ( Q( s) ) = + ∞， ( 29)

和

limsup
t→∞

1
H( t，t0 )

YH
t0，t

h2
3 ( n，s)

gn－2 ( s，c) g'( s，c( ))
＜ ∞， ( 30)

成立，则方程( 1) 振动．
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