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一类 KdV方程的精确解
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摘 � 要: 利用变分法,通过引入函数变换将偏微分方程转化为常微分方程求解, 简洁地求得了 KdV方程与

广义 KdV方程新的精确解析解.同时利用对方程直接积分的方法构造了广义 KdV方程新的精确解析解.
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Exact Solutions for a C lass ofKdV Equation
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Abstract:W ith the var iational m ethod, the PDE is transform ed to ODE, by introduc ing the function transform a�

tion, then the KdV equa tion and genera lized KdV equation are so lved and som e new exact so lu tions are obta ined.

M eanwh ile the exac t so lution fo r g eneralized KdV equation is constructed by using the integra lm ethod.
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0� 引言

众所周知, KdV方程现已成为数学物理的基

本方程之一. 1895年 Kortew eg和 deV ries
[ 1]
在讨论

无黏滞不可压缩液体表面波动力学时引入此方程,

随后在物理学与工程学的许多问题中,相继都引出

KdV方程:

u t + uux + �uxxx = 0. (1)

修改 KdV方程的非线性项,从而得到广义 KdV方程:

ut + u
2
ux + �uxxx = 0, (2)

其中 �为常数.

关于 KdV方程的研究也十分活跃.文献 [ 2]对

其进行了定性分析, 文献 [ 3�4]找到了 K dV方程的

一类显式精确解.本文利用变分法与直接积分法构

造方程 ( 1) �( 2)的几个新的精确解.

1� K dV方程新的精确解 � � � 变分法

引进函数变换

u( x, t ) =  ( !), != x - ct+ !0, (3)

其中: c为行波传播速度, !0为任意常数, 则由 (1)

及 (3)式得

- c  +    + � �= 0, ( 4)

对 (4)式积分得

- c +
1
2
 

2
+ � ! = A, ( 5)

其中 A 为积分常数.对上式两端同乘以   , 并积分

得

-
c

2
 

2
+

1

6
 

3
+

1

2
�(   ) 2

= A + B, ( 6)

其中 B为积分常数.

如果

A = B = 0, ( 7)

则 (6)可化为

(   ) 2
=

1
3�

( 3c 
2
-  

3
) , ( 8)

构造变分

J = ∀
0

- #
[ (   ) 2

+
1

3�
( 3c 

2
-  

3
) ] d!, ( 9)

设

 (!) = p sech
2
( q!), (10)
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其中 p, q为待定系数.这样,由 ( 9)和 ( 10)式得

J = 2(
4

15
p

2
q +

cp
2

3�q
-

4p
3

45�q
). ( 11)

令

 J
 p =

4
15

pq +
cp

3�q
-

2p
2

15�q
= 0,

 J
 q

=
4p

2

15
-

cp
2

3�q
2 +

4p
3

45�q
2 = 0. ( 12)

由此即得

p = 3c, q = % c
4�

, ( 13)

其中 c与 �同号, 即

 (!) = 3csech
2
[ % c

4�
!] . ( 14)

定理 1� 在假设 ( 7)之下,当 c与 �同号时,方

程 ( 1)具有如下精确解:

u( x, t ) = 3csech
2
[ % c

4�
(x - ct+ !0 ) ] .

( 15)

图 1� 当 c = 5, � = 2时 ( 15) 的波形图

F ig. 1 The graph of the wave shape when

c = 5, � = 2 in ( 15)

2� 广义 KdV方程新的精确解 � � � 直接积

分法

由 ( 2)及 ( 3) 式得

- c  +  2
  + � �= 0. ( 16)

对 ( 16)式积分得

- c +
1

3
 

3
+ � ! = A, ( 17)

其中 A为积分常数.对上式两端同乘以   , 并积分

得

-
c

2
 

2
+

1

12
 

4
+
�
2

(  )2
= A + B, ( 18)

其中 B为积分常数. 假设

�< 0, A = B = 0, ( 19)

则 (19)式可化为

  = -
1

6�
 

4
- 6c 

2
, (20)

如果

 > 0, c > 0, (21)

则 (19)式可化为

d 

|  |  
2
- 6c

= -
1

6�
d!, (22)

积分上式, 即得如下精确解

 (!) =
6c

cos[
c

- �
(!+ !0 ) ]

. (23)

如果

 < 0, c > 0, (24)

即得类似于 (23)的精确解

 ( !) =
6c

cos[ -
c

- �
( !+ !0 ) ]

. (25)

定理 2� 在假设 ( 19)之下, 当 c > 0时, 方程

( 2)具有如下精确解:

u (x, t) =
6c

cos[ % c

- �
(x - ct+ !0 ) ]

. (26)

当 c < 0时,方程 (2)具有如下精确解:

 ( !) =
6c

cos[ -
c

- �
( !+ !0 ) ]

. (27)

图 2� 当 c = 5, � = - 2, !0 = 0时 ( 26)的波形图

Fig. 2 The graph of the wave shape when

c = 5, � = - 2, !
0
= 0 in ( 26)

3� 广义 KdV方程新的精确解 � � � 变分法

如果

A = B = 0, (28)

则 (20)式可化为
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(  ) 2
= -

1

6�
( 

4
- 6c 

2
). ( 29)

构造变分

J = ∀
+ #

0
[ (   ) 2

-
1

6�
(  

4
- 6c 

2
) ] d!. ( 30)

设

 ( !) = p sech
2
( q!), ( 31)

其中 p, q为待定系数.这样,由 ( 30)和 ( 31)式得

J =
2p

2
( 35c - 4p

2
+ 28q

2
�)

105q�
. ( 32)

令

 J
 p

= 35c - 8p
2
+ 28q

2
� = 0,

 J
 q

= - 35c + 4p
2
+ 28q

2
�= 0. ( 33)

由此, 即得

p = % 35c

6
, q = % 5c

12�
, c > 0, �> 0,

(34)

即

 ( !) = % 35c
6

sech
2
[ % 5c

12�
!] . (35)

定理 3� 在假设 (28)之下, 当 c > 0, �> 0时,

方程 ( 2) 有如下精确解:

u (x, t) = % 35c

6
sech

2
[ % 5c

12�
(x - ct) ] .

( 36)

图 3� 当 c= 11, �= 3时 ( 36)的波形图

F ig. 3 The graph of the wave shape when c= 11, �= 3 in ( 36)

3� 结论

本文利用两种方法简洁地求得了 KdV方程与

广义 KdV方程新的精确解析解. 其最大优点是通

过变量代换,分别将求解非线性偏微分方程的问题

化为求解非线性代数方程组和求解非线性常微分

方程的问题, 因而较为简洁. 本文的方法也可进一

步推广并用于求解其他非线性偏微分方程,这一工

作目前正在进行中
[ 5]

.
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