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求解多目标运输问题的表上作业法
白国仲

(广东商学院 数学系 ,广东 广州 510320)

摘　要 :根据可持续发展和保护资源、环境的特殊需要 ,研究了多目标运输问题.引入了这一类多目标运输

问题的表格表示方法 ;给出了有效解、检验数向量等定义以及求解多目标运输问题的表上作业法.
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The Tabular A lgor ithm for the M ultiobjective Tran sporta tion Problem
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Abstract: For the especial demands of sustainable development, and the need of p rotecting natu2
ral resources and environment, the multiobjective transportation p roblem is studied . The tabular

technique of the multiobjective transportation p roblem is introduced. The definitions of correct solu2
tion and check vector etc, and the tabular algorithm are given.
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0　引言

所谓运输问题 ,就是指从若干个产地往若干个销地运

输某种物资 ,根据各产地的产量、各销地的销量和现有的交

通网络 ,如何安排运输使总运费最少的问题 [ 1 - 3 ].基于应对

突发事件的需要 , HAMMER [ 4 - 5 ]等提出了如何将货物尽

快运抵目的地的运输问题 ,即时间运输问题 (也称瓶颈运

输问题 ).近年来 ,又有人对传统的运输问题作了一些有意

义的推广 ,如有容量限制的运输问题 [ 6 - 7 ]、变量有上界的运

输问题 [ 8 ]、运费不完全确定的运输问题 [ 9 - 10 ]、在尽快将货

物运抵目的地的前提下使总运费最少的运输问题 [ 11 - 12 ]、对

总运输量有限制的运输问题 [ 13 ]、要求货物尽量在某一给定

时间以前如数运到的运输问题 [ 14 ]等等.这些问题一般只有

一个优化指标 ,但是现实生活中大量的运输问题要综合考

虑多个目标的优化问题.比如 ,基于可持续发展和保护资

源、环境的需要 ,要综合考虑运输工具对大气的污染、运输

物资对环境的破坏、运输能耗与运力资源的利用、运输成

本、运输时间、运输质量等等因素.在现代物流系统中 ,我们

经常碰到这样有多个目标要求的运输问题 ,既多目标运输

问题.

1　多目标运输问题的数学模型
多目标运输问题的数学模型可以表示为 :

m inz = (∑
m

i = 1
∑
n

j = 1
c

(1)
ij xij, ∑

m

i = 1
∑
n

j = 1
c

(2)
ij , ⋯, ∑

m

i = 1
∑
n

j = 1
c

( l)
ij ) T

s. t. ∑
n

j = 1
xij = ai ( i = 1, 2, ⋯, m ) ,

　　∑
m

i = 1
xij = bj ( j = 1, 2, ⋯, n) ,

　　xij≥0 ( i = 1, 2, ⋯, m; j = 1, 2, ⋯, n) .

(1)

这里 : ai≥0表示第 i个产地的产量 ; bj≥0表示第 j个销地

的销量 ; c
( k)
ij ≥0表示第 k个目标函数的费用系数 ; ∑

m

i = 1
∑
n

j = 1
c

( k)
ij

xij可以表示总运费、总能耗、总运输时间、运输对环境所造

成的破坏等.

关于多目标运输问题的研究由来已久 ,继 Lee和

Moore的工作 [ 15 ]之后 , D iaz和 Isermann分别给出了多目标
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运输问题的有效解及其判别方法 [ 16 - 17 ] , 1987年 R inguest等

提出了两种求有效解的交互式算法 [ 18 ].也有人提出了求解

多目标运输问题的模糊规划方法 [ 19 ].本文将根据可持续发

展和保护资源、环境的需要 ,研究多目标运输问题的有效

解 ,并给出简单有效的求解方法.

为了叙述方便 ,以下总假设所给运输问题都是平衡问

题 ,即∑
m

i = 1
ai =∑

n

j = 1
bj.记 ∑

m

i = 1
∑
n

j = 1
c

( k)
ij xij = fk ( x ) ,并把 z = ( f1 ( x ) ,

f2 ( x) , ⋯, fl ( x ) ) T称为目标函数向量 ;把向量 cij = ( c
(1)
ij ,

c
(2)
ij , ⋯, c

( l)
ij ) T称为决策变量 xij在目标函数中的系数向量.

多目标运输问题 (1)也可用表 1形式表示.

表 1　表格形式的多目标运输问题

Tab. 1 Tabular m ultiobjective tran sporta tion problem

产地
销地

B 1 B 2 ⋯ B n

产量

A 1

c (1)
11

c (2)
11

M

c ( l)
11

c (1)
12

c (2)
12

M

c ( l)
12

⋯

c (1)
1n

c (2)
1n

M

c ( l)
1n

a1

⋯ ⋯ ⋯⋯ ⋯ ⋯

Am

c (1)
m 1

c (2)
m 1

M

c ( l)
m 1

c (1)
m 2

c (2)
m 2

M

c ( l)
m 2

⋯

c (1)
m n

c (2)
m n

M

c ( l)
m n

am

销量 b1 b2⋯ bn

2　多目标运输问题的有效解及求法

和传统运输问题一样 ,多目标运输问题 ( 1)含有 m ×n

个决策变数、m + n个等式约束 ,约束矩阵 A是一个 (m + n)

×m n矩阵 ,其结构比较松散 ,且特殊.传统的平衡运输问题

总有最优解 ,而 (1)是一个特殊的多目标规划问题.多目标

规划问题一般不存在 Pareto强有效解 [20 ] ,除特殊情况以

外 ,想找到一个使每一个目标函数都达到最优值的可行解

一般来说是不可能的.下面引入多目标运输问题有效解的

定义.

定义 1　设 x
(0)

= ( x
(0)
11 , x

(0)
12 , ⋯, x

(0)
1n , x

(0)
21 , ⋯, x

(0)
m n ) T

是多目标运输问题 (1)的一个可行解 ,如果对于 ( 1)的任意

可行解 x,向量 z ( x0 ) - z ( x)的第一个非零分量 (如果存在

的话 )总不大于 0,则称 x
(0)为多目标运输问题 ( 1)的有效

解.

根据可持续发展和保护资源、环境的特殊需要 ,可将相

应多目标运输问题的各个目标按轻重缓急 ,加权分级.显

然 ,如果把各个目标函数 f1 ( x) , f2 ( x) , ⋯, fl ( x)按其重要程

度由高到低重新排列 ,不妨仍记为 f1 ( x) , f2 ( x) , ⋯, fl ( x) ,

则多目标运输问题 ( 1)的有效解就是最优的折衷解 [18 ]
.为

了求得这样的有效解 ,我们进一步引入下面的定义 .

定义 2　设 x
(0)是多目标运输问题 (1)的一个基可行

解 ,如果对于每一个基变量 x
(0)
ij ,向量

u
(0)
i = ( u

(0)
i1 , u

(0)
i2 , ⋯, u

(0)
il ) T ( i = 1, 2, ⋯, m ) ,

v
(0)
j = ( v

(0)
j1 , v

(0)
j2 , ⋯, v

(0)
jl ) T ( j = 1, 2, ⋯, n) ,

满足

cij - u
(0)
i - v

(0)
j = 0

即

( c
(1)
ij , c

(2)
ij , ⋯, c

( l)
ij ) T - ( u

(0)
i1 , u

(0)
i2 , ⋯, u

(0)
il ) T -

　　 ( v
(0)
j1 , v

(0)
j2 , ⋯, v

(0)
jl ) T = 0,

则称向量 u
(0)
i , v

(0)
j ,是目标函数向量 ( f1 ( x ) , f2 ( x ) , ⋯,

fl ( x) ) T关于基可行解 x
(0)的位势向量 ,或简称为位势.

不难证明 ,对于任意一个基可行解 x
(0)

,位势向量一定

存在 .事实上 ,因为约束矩阵的秩 (A )≤m + n - 1,所以只要

令 u
(0)
1 等于 0向量 ,则其他位势向量便随之而定.

定义 3　设 u
(0)
i , ( i = 1, 2, ⋯, m ) , v

(0)
j ( j = 1, 2, ⋯, n)

是关于基可行解 x
(0)的位势向量 ,则把向量

(σ(1)
ij ,σ(2)

ij , ⋯,σ( l)
ij ) T = ( c

(1)
ij , c

(2)
ij , ⋯, c

( l)
ij ) T -

　　 ( u
(0)
i1 , u

(0)
i2 , ⋯, u

(0)
il ) T - ( v

(0)
j1 , v

(0)
j2 , ⋯, v

(0)
jl ) T

称为决策变数 xij的检验数向量 ,或简称为检验数向量σij.

显然 ,基变量的检验数向量等于 0向量.

借鉴求解目标规划的修正单纯形法 [21 ]
,不难证明 (对

目标函数的个数 l用数学归纳法 )下面的定理.

定理 1　设 x
(0)是多目标运输问题 (1)的一个基可行

解 ,如果所有非基变量 (σ(1)
ij ,σ(2)

ij , ⋯,σ( l)
ij ) T的检验数向量

的第一个非 0分量 (如果存在的话 )都不小于 0,则 x
(0)是

(1)的一个有效解.

根据求解线性目标规划的单纯形法 [21 ]和定理 1,可以

设计求解多目标运输问题的表上作业法 ,其求解过程可以

简单地归纳为 :

(1)用最小元素法 (或伏格法等 )找出 f1 ( x)的一个初始

基可行解 (或直接求出 f1 ( x)的最优解 ) ,并把基变量的取值

写在产销平衡表 (表 1)相应格点 ( i, j)中 c
(k)
ij ( k = 1, 2, ⋯, l)

的右边 ,用“[ ]”括起来 ;

(2)计算当前基可行解的位势向量 ,并分别附加在产销

平衡表的右端和下端 ;

(3)用位势法求出每一个目标函数的非基变量的检验数

σ(k)
ij ,写在产销平衡表相应格点 (非基变量所对应的格点 )中

c
( k)
ij ( k = 1, 2, ⋯, l)的右边 ,前面加“ +”“ - ”符号 ,以示与基

变量的取值之区别 ;

(4)令 k =1,检查所有检验数向量的第 k个分量;

(5)如果存在某个σ( k)
i′j′ < 0 ( 1≤ i′≤m , 1≤ j′≤n) ,且

σ( s)
i′j′ = 0 ( s = 1, 2, ⋯, k - 1) ,则继续下一步 ;否则 ,转 (7) ;

(6)从格点 ( i′, j′) ( xi′j′对应的格点 )开始找一条闭回

路 ,进行优化调整 ,得到一个新的基可行解.重新计算位势

向量、检验数向量 ,转 (5) ;

(7)如果 k = l,则已经得到有效解 ,停止计算 ;否则令 k

= k + 1,转 (5) .

和传统运输问题一样 ,产销平衡的多目标运输问题必
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定存在有效解.且当某个非基变量的检验数向量等于 0向

量时 ,该问题有多个有效解.

3　一个计算例子

例 1　试用表上作业法求解由表 2所给多目标运输

问题.

表 2　例 1的表格形式

Tab. 2 Tabular of exam ple 1

产地
销　地

B 1 B 2 B 3
产量

A 1

6

3

5

5

4

2
7

A 2

10

8

8

4

12

6
5

A 3

10

9

11

10

8

7
8

销量 8 10 2

解　(1)用传统方法求出 f1 ( x)的最优解 ,把基变量

的取值写在产销平衡表里相应格点中 c
( k)
ij 的右边 ,用“[ ]”

括起来 ,结果如表 3所示.

表 3　例 1的初始表

Tab. 3 In itia l tableau of exam ple 1

产地
销　地

B 1 B 2 B 3
产量

A 1

6　 [ 0 ]

3　 [ 0 ]

5　[ 5 ]

5　[ 5 ]

4　[ 2 ]

2　[ 2 ]
7

A 2

10

8

8　[ 5 ]

4　[ 5 ]

12

6
5

A 3

10　[ 8 ]

9 [ 8 ]

11

10

8

7
8

销量 8 10 　　2

(2)计算位势向量 ,分别附加在产销平衡表的右端和下

端.用位势法求出每一个目标函数的非基变量的检验数 ,写

在产销平衡表相应格点 (非基变量所对应的格点 )中 c
( k)
ij 的

右边的 ,前面加“ +”“ - ”符号 ,结果如表 4所示.

(3)令 k = 1,检查检验数向量的第 1个分量.显然 ,所

有检验数向量的第 1个分量均不小于 0.

(4)令 k = 2,检查检验数向量的第 2个分量.由于σ(2)
33

= - 1 < 0,而σ(1)
33 = 0,所以当前解不是有效解.

(5)以格点 c33为主元 ,用闭回路法进行调整 ,调整后的

结果如表 5所示.

表 4　例 1的第二表

Tab. 4 Second tableau of exam ple 1

产地
销　地

B 1 B 2 B 3
产量

P1: u i

P2: s i

A 1

6　　[ 0 ]

3　⋯[ 0 ]

5　　[ 5 ]

5　⋯[ 5 ]

4　　[ 2 ]

2　⋯[ 2 ]
7

0

0

A 2

10　┆ + 1

8　 ┆ + 6

8　　[ 5 ]

4　　[ 5 ]

12　┆ + 5

6 　┆ + 5
5

3

- 1

A 3

10┆　[ 8 ]

9　⋯[ 8 ]

11　 + 2

10 ⋯ - 1

8　┆ + 0

7⋯ - 1
8

4

6

销量 8 10 2

P1: v i

P2: t i

6

3

5

5

4

2

表 5　例 1的第三表

Tab. 5 Th ird tableau of exam ple 1

产地
销　地

B 1 B 2 B 3
产量

A1

6　[ 2 ]

3　[ 2 ]

5　[ 5 ]

5　[ 5 ]

4

2
7

A2

10

8

8　[ 5 ]

4　[ 5 ]

12

6
5

A3

10　[ 6 ]

9　 [ 6 ]

11

10

8　[ 2 ]

7　[ 2 ]
8

销量 8 10 2

　　 (6)再用位势法进行检验 ,结果如表 6所示.

表 6　例 1的最终表

Tab. 6 F ina l tableau of exam ple 1

产地
销　地

B 1 B 2 B 3
产量

P1: u i

P2: s i

A 1

6　[ 2 ]

3　[ 2 ]

5　[ 5 ]

5　[ 5 ]

4　 + 0

2　 + 1
7

0

0

A 2

10　 + 1

8　 + 6

8　[ 5 ]

4　[ 5 ]

12　 + 5

6　 + 6
5

3

- 1

A 3

10　[ 6 ]

9　 [ 6 ]

11　 + 2

10　 - 1

8　[ 2 ]

7　[ 2 ]
8

4

6

销量 8 10 2

P1: v i

P2: t i

6

3

5

5

4

1

　　 (7)由于检验数向量的第 1个分量均不小于 0;在检验

数向量的第 2个分量中 ,只有σ(2)
32 = - 1 < 0,但σ(1)

32 = + 2

> 0,所以表 6给出的解是有效解.即所求有效解为 x11 = 2,

x12 = 5, x22 = 5, x31 = 6, x33 = 2,其余 xij = 0, m in ( f1 , f2 ) T =

(143, 104) T.
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图 3　网络 G的容量剩余网络 Gf

F ig. 3 The residua l capac ities network G f of G

流 f′的总费用 c ( f′) = 300.同样的方法再在 Gf′上找负

费用圈 ,发现已无负费用圈 1因此 ,我们得到最小费用流

f′.对应到原问题中 ,其解为 : x11 = 0, x12 = 0, x21 = 3, x22 = 0.

最小费用为 c = 300.即只需从矿地 A2往城市 B 1运煤 3 t,费

用是 300元 1

图 4　网络 G中的流 f′

F ig. 4 The low f′in G

3　结束语

广义运输问题有着广泛的实用背景 ,因此很多学者在

此领域进行研究 [5 - 6 ]
,以期找到问题较好的解决方法 1本

文给出的转换模式及最终的解法是简单而又便于应用的 1
此外 ,由于最小费用流问题与 H itchcock问题可以相互转

换 ,这就给我们提供了广义运输问题的另一种解法 1
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