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可修复计算机系统算子的半群特征
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摘 要:研究一类可修复计算机系统模型，利用线性算子半群理论讨论系统算子的半群特征． 结果表明，

系统算子具有闭性、稠定性和耗散性．
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Abstract: The mathematical model of a repairable computer system was studied by using the linear operator semig-
roup theory． The semigroup characteristics of the system operator were discussed． The results shown that the system op-
erator is closed，dense and dissipative．
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0 引言

线性算子半群理论是研究可修复系统的理论

基础和重要工具，尤其是在讨论系统解的适定性、
渐近性和稳定性等方面发挥着作用

［1－2］． 与此同

时，利用数学模型的方法，研究、评价计算机系统

的可靠性已经成为可靠性理论及可靠性数学的热

门课题，并取得了一些有用结果
［3－7］． 基于此，本

文利用线性算子半群理论，研究一类硬件及软件

的寿命、修复时间均服从一般分布的可修复计算机

系统模型
［8］，并讨论系统算子的半群特征，以期

进一步讨论此类系统解的存在唯一性、渐近稳定

性，并在此基础上研究系统的可靠性．

1 数学模型及其转换

由文献［8］，可修复计算机系统的数学模型可

以用积分 -微分方程组描述:

dp0 ( t)
dt = － ( λ1 + λ2 ) p0 ( t) +

∑
2

i = 1
∫
∞

0
μi ( x) pi ( x，t) dx，

pi ( x，t)
x

+
pi ( x，t)
t

= － μi ( x) pi ( x，t) ，i = 1，2，

p1 ( 0，t) = λ1 p0 ( t) ，

p2 ( 0，t) = λ2 p0 ( t) ，

p0 ( 0) = 1，p1 ( x，0) = p2 ( x，0) = 0



















，

( 1)

其中: ( x，t) ∈［0，∞ ) ×［0，∞ ) ; p0 ( t) 表示 t = 0
时刻所有部件是全新的，并且整个计算机系统处

于正常工作状态的概率; p1 ( x，t) dx，p2 ( x，t) dx 分

别表示在［x，x + dx］内由硬件故障和软件故障引

起系统故障的概率; λ1，λ2 分别表示硬件和软件的
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故障率; μ1 ( x) ，μ2 ( x) 分别表示硬件和软件的修复

率，且满足

0 ≤ μi ( x) ＜ ∞，Mi = sup
x∈［0，∞ )

μi ( x) ＜ ∞，

∫
∞

0
μi ( x) dx = ∞，i = 1，2．

由于系统模型( 1) 既含有积分运算又含有微

分、偏微分运算，直接求解比较困难，因此需要进

行必要转换，使之成为抽象 Cauchy 问题． 为此，

一方面，选取状态空间 X = R × ( L1［0，∞ ) ) 2，对

于任意 p = ( p0，p1，p2 ) ∈ X，定义范数

‖p‖ = | p0 | + ‖p1‖L1［0，∞ ) + ‖p2‖L1［0，∞ ) ，

则容易验证状态空间 X 是完备的赋范线性空间，

因而 X 是一个 Banach 空间． 另一方面，定义

A =
－ λ1 － λ2 0 0

0 － d
dx － μ1 ( x) 0

0 0 － d
dx － μ2 ( x













)

，

D( A) = { p∈ X |
dpi ( x)
dx ∈ L1［0，∞ ) ，pi ( x)

是绝对连续函数，i = 1，2，且 p1 ( 0) = λ1p0，p2 ( 0)

= λ2p0 } ，以及

E =
0 ∫

∞

0
μ1 ( x) dx ∫

∞

0
μ2 ( x) dx

0 0 0









0 0 0

，

则可修复计算机系统模型( 1) 可表示为 Banach 空

间 X 上的抽象 Cauchy 问题:

dp( t)
dt = ( A + E) p( t) ，t≥ 0，

p( 0) = ( 1，0，0) ，

p( t) = ( p0 ( t) ，p1 ( x，t) ，p2 ( x，t) )
{

．

( 2)

2 系统算子的半群特征

本节主要讨论抽象 Cauchy 问题( 2) 的系统算

子 A 的半群特征．
首先，为便于叙述并讨论本文的主要结果，

在此给出相关的定义、引理和记号
［9－10］．

设 X*
是 Banach 空间 X 的共轭空间，A*

是算

子 A 的共轭算子． x ∈ X*
在点 x ∈ X 的值记作

〈x* ，x〉或〈x，x* 〉． 对于任意 x∈ X，集合

F( x) = { x* |〈x* ，x〉= ‖x* ‖2 = ‖x‖2 }

称作 x 的对偶集合，并且由 Hahn-Banach 定理，对

于任意 x∈ X，F( x) ≠．

定义1 设 A: D( A)  X→ X 是线性算子． 若

D( A) = X，则称 A 是稠定算子．
定义2 设 A: D( A)  X→ X 是线性算子． 若

对于任意{ xn}  D( A) ，当

xn → x，Axn → y( n→ ∞ )

时，总有 x∈ D( A) 且 Ax = y，则称 A 是闭算子．
定义3 设 A: D( A)  X→ X 是线性算子． 若

对于任意 x∈ D( A) ，存在 x* ∈ F( x) ，使得

Re〈Ax，x* 〉≤ 0，

则称 A 是耗散算子．
定义4 设 A: D( A)  X→ X 是线性算子． 若

对于任意 x∈ D( A) ，总有

〈Ax，x+〉≤ 0，

其中 x+ = max{ x，0} ，则称 A 是扩散算子．
引理1［2］

若 A 是闭稠定的扩散算子，则 A 是

耗散算子．
其次，给出本文的主要结果．
定理 1 系统( 2) 算子 A 是稠定算子．
证明 构造集合 L = { p0，p1 ( x) ，p2 ( x) ) |

pi ( x) ∈ C∞
0 ［0，∞ ) ，且存在常数 Ci ＞ 0，使得对任

意 x∈［0，Ci］，有 pi ( x) = 0，i = 1，2} ，则容易证明

L 在 Banach 空间 X 中稠密． 于是由定义 1，要证明

A是稠定算子，只需证明 D( A) 在 X 中稠密，即证

明 D( A) 在 L 中稠密． 为此，任取 p = ( p0，p1 ( x) ，

p2 ( x) ) ∈ L，则i( i = 1，2) ，常数 Ci ＞ 0，使得

当 x∈［0，Ci］时，总有 pi ( x) = 0． 于是当 x∈［0，

2s］，0 ＜ 2s ＜ mim{ C1，C2 } 时，

pi ( x) = 0( i = 1，2) ．
令 fs ( 0) = ( p0，fs1 ( 0) ，fs2 ( 0) ) = ( p0，λ1p0，

λ2p0 ) ，fs ( x) = ( p0，fs1 ( x) ，fs2 ( x) ) ，其中

fsi ( x) =
fs1 ( 0) ( 1 － x

s ) 2， x∈［0，s) ，

－ μi ( x － s) 2 ( x － 2s) 2， x∈［s，2s) ，i = 1，2，

pi ( x) ， x∈［2s，∞
{

) ，

μi =
fsi ( 0) ∫

2s

0
μi ( x) ( 1 － x

s ) 2dx

∫
2s

0
μi ( x) ( x － s) 2 ( x － 2s) 2dx

，i = 1，2，

则容易验证 fs ( x) ∈ D( A) ，且

‖p － fs ( x) ‖ =∑
2

i = 1
∫
∞

0
| pi ( x) － fsi ( x) | dx =

∑
2

i = 1
∫
2s

0
| pi ( x) － fsi ( x) | dx =

∑
2

i = 1
( ∫

s

0
| fsi ( 0) | ( 1 － x

s ) 2dx +
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∫
2s

s
| μi | ( x － s) 2 ( x － 2s) 2dx) =

∑
2

i = 1
( | fsi ( 0) | s

3 +

| μi |
s2
30) → 0( s→ 0) ． ( 3)

式( 3) 表明 D( A) 在 L 中稠密，故 D( A) 在 X 中稠

密． 于是由定义1 知，系统( 2) 算子 A是稠定算子．
定理 2 系统( 2) 算子 A 是闭算子．
证明 证明分两步进行．
1) 首先证明当 γ ＞ 0 时，γ∈ ρ( A) ，并且

‖( γI － A) －1‖ ＜ 1
γ
．

为此，对于任意 y = ( y0，y1 ( x) ，y2 ( x) ) ∈ X，讨论

方程( γI － A) p = y． 这等价于

( γ + λ1 + λ2 ) p0 = y0，

dpi ( x)
dx = － ( γ + μi ( x) ) pi ( x) + yi ( x) ，i = 1，2，

p1 ( 0) = λ1 p0，

p2 ( 0) = λ2 p0













．

( 4)

由此可得

p0 =
y0

γ + λ1 + λ2
，

p1 ( x) = λ1p0e
－γx－∫x0 μ1( ξ) dξ +

e －γx－∫x0 μ1( ξ) dξ∫
x

0
e －γτ－∫τ0 μ1( ξ) dξy1 ( τ) dτ，

p2 ( x) = λ2p0e
－γx－∫x0 μ2( ξ) dξ +

e －γx－∫x0 μ2( ξ) dξ∫
x

0
e －γτ－∫τ0 μ2( ξ) dξy2 ( τ) dτ．

( 5)

于是由式( 4) 和( 5) 及 Fubini 定理有

‖p‖ = | p0 | + ‖p1‖L1［0，∞ ) +
‖p2‖L1［0，∞ ) ≤

| p0 | +∑
2

i = 1
( λi p0∫

∞

0
e －γx－∫x0 μi( ξ) dξdx +

∫
∞

0
e －γx－∫x0 μi( ξ) dξdx∫

x

0
e －γτ－∫τ0 μi( ξ) dξ | yi ( τ) | dτ) =

| p0 | +∑
2

i = 1
( λi p0∫

∞

0
e －γx－∫x0 μi( ξ) dξdx +

∫
∞

0
| yi ( τ) | e －γτ－∫τ0 μi( ξ) dξdτ∫

∞

τ
e －γx－∫x0 μi( ξ) dξdx) ≤

| p0 | +∑
2

i = 1
( λi p0∫

∞

0
e －γxdx +

∫
∞

0
| yi ( τ) | e －γτdτ∫

∞

τ
e －γxdx) ＜

1
γ + λ1 + λ2

| y0 | +

∑
2

i = 1
( 1
γ

(
λi

γ + λ1 + λ2
| y0 | ) +

1
γ ∫

∞

0
| yi ( τ) | dτ) =

1
γ

( | y0 | + ‖y1‖L1［0，∞ ) +

‖y2‖L1［0，∞ ) ) = 1
γ ‖

y‖， ( 6)

其中∫
∞

0
e －γxdx = 1

γ
，e －γτ ≤ 1，γ ＞ 0，τ∈［0，∞ ) ．

式( 6) 表明当 γ ＞ 0 时，( γI － A) －1 : X→ X 是有界

线性算子，γ∈ ρ( A) 且‖( γI － A) －1‖ ＜ 1
γ
．

2) 其次证明 A 是闭算子．
事实上，由 1) 可知，对于任意 γ ＞ 0，γI － A

是 D( A) 到 X 的一一对应，并且

‖( γI － A) －1‖ ＜ 1
γ
．

设 xn ∈ D( A) ，xn → x，Axn → y( n→+ ∞ ) ，则

( γI － A) xn → γx － y，

即 xn → ( γI － A) －1 ( γx － y) ． 故由定理 1，

x = ( γI － A) －1 ( γx － y) ∈ D( A) ，

并且Ax = y． 于是由定义2 知，系统算子 A 是闭算

子．
定理 3 系统( 2) 算子 A 是耗散算子．
证明 任取 p∈ D( A) ，令

Qp = ［
［p0］

+

p0
，
［p1 ( x) ］+

p1 ( x)
，
［p2 ( x) ］+

p2 ( x)
］，

其中

［p0］
+ = max{ p0，0} ，

［pi ( x) ］+ = max{ pi ( x) ，0} ，i = 1，2．
因此

〈( A + E) p，Qp〉= ( － ( λ1 + λ2 ) p0 +

∑
2

i = 1
∫
∞

0
pi ( x) μi ( x) dx)

［p0］
+

p0
－

∑
2

i = 1
∫
∞

0
(
dpi ( x)
dx +

μi ( x) pi ( x) )
［pi ( x) ］+

pi ( x)
dx =

－ ( λ1 + λ2) ［p0］
+ +

［p0］
+

p0 ∑
2

i = 1
∫
∞

0
pi ( x) μi ( x) dx －

∑
2

i = 1
∫
∞

0

dpi ( x)
dx

［pi ( x) ］+

pi ( x)
dx －
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∑
2

i = 1
∫
∞

0
μi ( x) ［pi ( x) ］+ dx =

－ ( λ1 + λ2) ［p0］
+ +

［p0］
+

p0 ∑
2

i = 1
∫
∞

0
pi ( x) μi ( x) dx +

∑
2

i = 1
［pi ( 0) ］+ －

∑
2

i = 1
∫
∞

0
μi ( x) ［pi ( x) ］+ dx≤

－ ( λ1 + λ2) ［p0］
+ +

∑
2

i = 1
∫
∞

0
μi ( x) ［pi ( x) ］+ dx +

λ1［p0］
+ + λ2［p0］

+ －

∑
2

i = 1
∫
∞

0
μi ( x) ［pi ( x) ］+ dx = 0． ( 7)

故由定义 4 可知，A + E是扩散算子． 于是由引理 1
知，A + E是耗散算子． 又由于A + E是有界算子，

故由文献［2］以及文献［9-10］可得，系统算子 A
是耗散算子．

3 结论

利用线性算子理论，讨论了一类可修复计算

机系统算子的半群特征． 结果表明，可修复计算

机系统( 2) 算子 A 具有 C0 压缩半群的固有属性，

即闭性、稠定性和耗散性，从而为讨论系统算子 A
能否成为 C0 压缩半群的无穷小生成元提供了理论
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