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摘　要: 介绍了传递闭包的W arshall 算法, 从布尔矩阵运算的角度论证该算法的正确性, 并讨论W arshall

算法在语法分析中的应用技术和用改进W arshall 算法求有向图的距离矩阵.
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0　引言

关系的传递闭包是关系逻辑中的重要内容之

一, 它在计算机科学中的形式语言与自动机理论等

方面有着重要的应用. 对于传递闭包的计算, 目前

文献[ 1～ 3 ]大多采用两种方法: (1) 利用关系合成

R
i ( i= 1, 2, ⋯) 的并运算; (2) 利用W arshall 算法.

对于W arshall 算法, 都是利用关系的扩张原理来

解释其正确性, 很少利用关系的矩阵运算来解释其

正确性 1 本文从矩阵变换的角度论证W arshall 算

法的正确性, 并讨论该算法在语法分析和利用改进

的W arshall 算法在求有向图的距离矩阵中的应

用 1

1　二元关系的传递闭包

二元关系的闭包运算和关系的合成一样, 都是

利用扩张原理来构造新关系, 不同的是闭包运算是

在一种关系的基础上进行扩充而形成新的关系, 而

合成是在两种关系的基础上, 利用关系的复合而形

成新关系.

定义 1　设 R , R ′为集合A 上的二元关系, 若

R ′满足

(1)R ′是传递的;

(2)R Α R ′;

(3)R "为A 上的具有传递性质的闭包, 若 R Α
R " , 则R ′Α R ";

则称R ′为R 的传递闭包, 用 t (R )表示. 条件(1)

(2) (3)说明R ′为R 的具有传递性质的最小闭包 1

2　二元关系传递闭包的构造定理

定理 1　设 R 为集合A 上的二元关系, 则其

传递闭包为 t (R ) = ∪
∞

i= 1
R

i1

证明　 (1)先证∪
∞

i= 1
R

iΑ t (R ) 1

当 i= 1 时, R Α t (R ) 1
若 i= k 时 R

k Α t (R ) , 则 i= k + 1 时, Π (x , y )

∈R
k+ 1, 由关系合成的定义知存在 z ∈A 使得 (x ,

z ) ∈R
k , (z , y ) ∈R , 由归纳假设知 (x , z ) ∈ t (R ) ,

(z , y )∈t (R ) , 再由 t (R )的传递性知 (x , y )∈t (R ) ,

所以R
k+ 1Α t (R ) , 故∪

∞

i= 1
R

iΑ t (R ) 1

(2)再证 t (R ) Α ∪
∞

i= 1
R

i1

Π (x , y ) ∈∪
∞

i= 1
R

i, (y , z ) ∈∪
∞

i= 1
R

i, 存在 s, t∈N

使 (x , y ) ∈R
s, (y , z ) ∈R

t, 由关系合成的定义知

(x , z ) ∈R
s+ t, 而 R

s+ tΑ ∪
∞

i= 1
R

i, 故 (x , z ) ∈∪
∞

i= 1
R

i, 所以

∪
∞

i= 1
R

i 具有传递性, 由传递闭包的定义知 t (R ) Α

∪
∞

i= 1
R

i1

由 (1) (2)知 t (R ) = ∪
∞

i= 1
R

i1 证毕

定理 2　设R 为集合A 上的二元关系, ûA û=

n , 则其传递闭包为 t (R ) = ∪
n

i= 1
R

i1
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3　W arshall 算法及其正确性分析

3. 1　W arshall 算法

通过定理 1、定理 2 求关系的传递闭包非常麻

烦. W arsha ll 于 1962 年提出了求关系传递闭包的

W arshall 算法. 记M R 为 R 的关系矩阵, M t (R ) 为

t (R ) 的传递闭包的关系矩阵, 则可利用下述算法求

出 t (R ).

算法 1:

1. A ←M R ,A = (a ij ) ;

2. fo r j = 1 to N ;

3. fo r i= 1 to N ;

4. fo r k = 1 to N ;

5. 若 a ij = 1, 则 a ik = a ik + a j k 1
算法中的第 5 步为处理三元组, 其全部个数为

n
3, 第一步需O (n

3) 时间, 故对任何矩阵M , 其计算

的时间复杂度为O (n
3).

3. 2　布尔初等变换及布尔矩阵的性质

定义 2　设矩阵A 为布尔矩阵, 若某一行元素

布尔加到另外一行的对应元素得到矩阵B , 则称B

由A 经过变换得到 1 该变换称为布尔初等变换 1
布尔变换和一般的矩阵变换一样, 若是行变

换, 则B 可表示为A 左乘一初等矩阵; 若是列变

换, 则B 可表示为A 右乘一初等矩阵;

很显然布尔运算有如下性质:

(1)A 为布尔矩阵, 则A + A = A ;

(2) 设 E ij为第 i 行第 j 列元素为 1, 其他元素

为 0 的矩阵, 则 E ikE k j = E ij 1
3. 3　W arshall 算法的正确性分析

该算法从A 中第一列开始到第 n 列结束, 逐

列检查其每行元素是否为 1, 若 a ij = 1, 则将第 j 行

元素加到第 i 行. 这一过程实际对矩阵A 进行一系

列布尔初等行变换. 设 E ij为第 i 行第 j 列元素为

1, 其他元素为 0 的矩阵, 则这一过程可表示为

M t (R ) = (E + E innn)⋯ (E + E in1n)⋯ (E +

E i1n1)⋯ (E + E i121) (E + E i111)A ,

其中 E ijk j表示矩阵的第 j 列的第 i j k个元素为 1. 展

开得

M t (R ) = (E + ∑
ijk≤n

ijk≥1
∑

n

j = 1
E ijk j + ⋯+ 7

ijk≤n

ijk≥1n
7

1

j = n
E ijk j )A ,

由布尔矩阵的性质知

(E + ∑
ijk≤n

ijk≥1
∑

n

j= 1
E ijk j + ⋯+ 7

ijk≤n

ijk≥1n
7

1

j= n
E ijk j )A = ∑

n

i= 1
A

i,

即W arshall 算法正确.

如二元关系的关系矩阵为

M R =

1 1 0

1 0 1

0 0 1

,

由W arshall 算法知, 当 j = 1 时,

A 1=

1 1 0

1 1 1

0 0 1

=

1 0 0

1 1 0

0 0 1

1 1 0

1 0 1

0 0 1

=

(E + E 21) (E + E 11)A ,

当 j = 2 时,

A 2=

1 1 1

1 1 1

0 0 1

=

1 1 0

0 1 0

0 0 1

1 1 0

1 1 1

0 0 1

=

(E + E 22) (E + E 12) (E + E 21) (E + E 11)A ,

当 j = 3 时,

A 3= (E + E 33) (E + E 23) (E + E 13) (E +

E 22) (E + E 12) (E + E 21) (E + E 11)A ,

展开得

A 3= (E + E 33+ E 23+ E 13+ E 22+

E 12+ E 21+ E 11)A ,

由A = E 33+ E 23+ E 12+ E 21+ E 11知

A
2= (E 33+ E 23+ E 12+ E 21+ E 11) 2=

E 33+ E 23+ E 12+ E 21+ E 11+ E 22+ E 13,

由布尔矩阵的性质知

A + A
2= E + E 33+ E 23+ E 13+ E 22+

E 12+ E 21+ E 11,

即A 3= A + A
2+ A

3= M t (R ) 1

4　改进W arshall 算法在有向图中的
应用

给出一个带权有向图 G = (v , E , w ) 的带权矩

阵为

A [ i, j ]=
W ij , 若v iv j∈E ,

∞, 反之,
计算距离矩阵D = [d ij ]n×n (其中 d ij为从 v i 到 v j 的

最短距离) , 利用D ijk stra 算法求距离矩阵, 其时间

复杂度为O (n
3). 若利用如下的传递闭包简单改进

W arshall 算法, 其计算的时间复杂度也为O (n
3).

算法 2:

1. D = A ;

2. fo r j = 1 to N ;

3. fo r i= 1 to N ;

4. fo r k = 1 to N ;
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5. d ij = m in{d ij , d ik + d k j }1
这显然与 F loyd 算法具有相同的形式.

5　W arshall 算法在语法分析中的应用

语法分析的任务是分析一个文法的句子结构,

设有一字母表V = {A , B , C , D , e, d , f }. 假设文法

G 为 (1)A →A f ; (2)B →D d e; (3) C→e; (4)A →B ;

(5)B →D e; (6)D →B f 1
R 为定义在V 上的二元关系, (x i, x j ) ∈R 表

示从 x i 出发用一条规则推出一串字符, 使其第一

个字母恰好为 x j , 说明每个字母连续使用文法可

能推出的头字符. 其关系矩阵为

M R =

1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

应用W arshall 算法得

M t (R ) =

1 1 0 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

这说明应用给定的 6 条规则, 从A 出发推导

出的头字符有A ,B ,D 三种可能, 而从B 出发推导

的头字符有B ,D 两种可能, 从D 出发推导的头字

符有B , D 两种可能, 从 C 出发推导的头字符只可

能为 e.
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