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一个量子恒等式的初等证明
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摘　要: 在量子群及其表示理论中,一些含有参数 v 的所谓量子恒等式起着重要的作用,往往可以大大简

化证明或推导的过程 1本文使用初等方法给出其中一个重要恒等式的证明 1
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0　引言

20世纪 80年代以来,量子群理论发展得相当

迅速,由于其深刻的物理学背景以及与其他数学分

支的紧密联系, 引起许多背景不同的数学家的兴

趣,成为当前国际数学研究的热点之一 1特别是美
国数学家 G1L u szt ig的一系列工作,在以单位根为

参数的量子群的表示理论与素特征的代数群的表

示理论之间建立起极其深刻的内在联系,使得代数

群及其表示理论的研究和量子群及其表示理论的

研究互相依托、互相渗透、互相推动,从而呈现出蓬

勃发展的新景象 1在量子群及其表示理论的研究
中,参数 v (可以是单位根也可以不是单位根)以及

由此而定义的量子数是最基本的工具,在理论证明

和公式推导的过程中,为了简化步骤,需要建立许

多含有参数 v 和量子数的恒等式,即所谓的量子恒

等式,它们在形式上类似于组合恒等式,但其证明

要复杂很多,有些需要较高的技巧 1本文是采用初
等方法对一个非常重要的量子恒等式进行证明,并

附带推导出两个量子恒等式.

1　几个量子数的定义

定义 1　设 v 是参数 (也叫未定元) , a 是整数,

b是正整数,定义量子数[a ], [b ]! , [ a
b ]如下:

[a ]=
v a- v - a

v - v - 1 ,

[b ]! =∏
b

h= 1

v h- v - h

v - v - 1 ,

[ a
b ]= ∏

b

h= 1

v a- h+ 1- v - (a- h+ 1)

v h- v - h , a≥b,

并规定: [ 0 ]! = 1, [ - b ]! = (- 1) b [b ]! ,

[ a
0 ]= 1, [ a

- b ]= 0, [ a
b ]= 0 (a< b) 1

按照上面的定义, 对任意整数 a , b, 我们有三

个量子数[a ], [b ]! , [ a
b ]1实际上,还可以定义其他

的量子数,因与本文无关,这里就不再给出 1
由定义 1,我们可以推出,对任意正整数 a ,整

数 b,有下式成立 1

[ a+ b
b ]=

[a+ b ]!
[a ]! [b ]!

, [b ]! = [b ] [b- 1 ]⋯[2 ] [1 ]1

下面要给出的量子恒等式,在量子群及其表示

理论中起着非常重要的作用,特别在量子群的典范

基的证明过程中尤其重要 1
命题 2　设m , k 都是非负整数, m≥k , ∆是正
整数,那么有如下恒等式

∑
0≤i≤∆

(- 1) i k - 1 + i

i

m

∆ - i
v - i (m - k) =

m - k

∆ v k∆

(1)

2　命题 2的证明

为了证明命题 2,我们需要几个引理 1
引理 3　设 a , n 是整数, n> 0,那么
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a+ 1

n
= v

- n a

n
+ v

a- n+ 1 a

n- 1
(2)

证明　因为对任意整数 a , b,我们有

v
- b [a ]+ v

a [b ]

= v
- b·v a- v - a

v - v - 1 + v
a·v b- v - b

v - v - 1

=
v a- b- v - a- b+ v a+ b- v a- b

v - v - 1

=
v a+ b- v - (a+ b)

v - v - 1 = [a+ b ],

于是, v
- n a

n
+ v

a- n+ 1 a

n- 1

= v
- n· [a ]!

[n ]! [a- n ]!
+ v

a- n+ 1· [a ]!
[n- 1 ]! [a- n+ 1 ]!

=
[a ]!

[n ]! [a- n+ 1 ]!
(v

- n [a- n+ 1 ]+ v
a- n+ 1 [n ])

=
[a ]! [a+ 1 ]

[n ]! [a- n+ 1 ]!

=
[a+ 1 ]!

[n ]! [a- n+ 1 ]!

=
a+ 1

n
. 证毕

引理 4　设 x 是未定元,m 是正整数,那么有

　　∏
m - 1

j = 0
(1+ v

2j
x ) = ∑

m

i= 0

m

i
v

i (m - 1)
x

i (3)

证明　对正整数m 作数学归纳法 1
首先当m = 1时, (3)式两端都等于 1+ x.

下设m > 1,并假设 (3)式当m - 1 时成立, 那

么由归纳假设及 (2)式,我们有

　∏
m - 1

j= 0
(1+ v

2j
x ) = ∏

m - 1- 1

j= 0
(1+ v

2j
x )· (1+ v

2 (m - 1)
x )

= ∑
m - 1

i= 0

m - 1
i

v
i (m - 1- 1)

x
i· (1+ v

2 (m - 1)
x )

= ∑
m - 1

i= 0

m - 1
i

v
i (m - 2)

x
i

　+ ∑
m - 1

i= 0

m - 1
i

v
i (m - 2) + 2 (m - 1)

x
i+ 1

= ∑
m - 1

i= 0

m - 1
i

v
i (m - 2)

x
i

　+ ∑
m

i= 1

m - 1
i- 1

v
( i- 1) (m - 2) + 2 (m - 1)

x
i

= 1+ ∑
m - 1

i= 1

m - 1
i

v i (m - 2)

　+
m - 1
i- 1

v
( i- 1) (m - 2) + 2 (m - 1)

x
i

　+ v
m (m - 1)

x
m

= 1+ ∑
m - 1

i= 1

m - 1
i

v- i+
m - 1
i- 1

vm - 1- ( i- 1)
v

i (m - 1)
x

i

　　　　　　　　　+ v
m (m - 1)

x
m

= 1+ ∑
m - 1

i= 1

m

i
v

i (m - 1)
x

i+ v
m (m - 1)

x
m

= ∑
m

i= 0

m

i
v

i (m - 1)
x

i

即当m 时 (3)式也成立,由归纳法原理, (3)式对一

切正整数m 都成立 1 证毕

引理 5　设 x 是未定元, k 是正整数,那么有

∏
k- 1

j= 0
(1+ v

2j
x ) - 1= ∑

i≥0
(- 1) i k - 1+ i

i
v

i (k - 1)
x

i (4)

证明　因为由 (3)式,有

∏
k- 1

j= 0
(1+ v

2j
x ) - 1= ∏

k- 1

j= 0

(1+ v 2jx )
- 1

= ∑
k

i= 0

k

i
v i (k - 1)

x i
- 1

,

故 可令上式的幂级数 (关于 x 的 ) 展开式

为∑
i≥0

a ix
i,那么有

∑
i≥0

a ix
i ∑

k

i= 0

k

i
v i (k - 1)

x i = 1,

比较两边的系数,有

　　　

a0= 1,

a0
k

1
v k- 1+ a1= 0,

a0
k

2
v 2 (k - 1) + a1

k

1
v k- 1+ a2= 0,

　　　�

a0
k

i
v i (k- 1) + a1

k

i- 1
v

( i- 1) (k - 1)

　　+ ⋯+ a i- 1
k

1
v k- 1+ a i= 0

　　　�
解之,得到

a i= (- 1) i k - 1+ i

i
v

i (k- 1) , i≥0,

从而 (4)式成立 1 证毕

引理 6　设 x 是未定元,m , k 都是正整数,m >

k ,那么有

∏
m - 1

j= k
(1+ v

2j
x ) = ∑

m - k

i= 0

m - k

i
v

i (m - k- 1) + 2ik
x

i (5)

证明　对m - k 作数学归纳法 1当m - k = 1

时, (5)式两端都等于 1+ v
2k

x. 下设m - k > 1,并假

设当m - k= r (r> 1)时, (5)式成立,即有

∏
k+ r- 1

j = k
(1+ v

2j
x ) = ∑

r

i= 0

r

i
v

i (r- 1) + 2ik
x

i,

那么由归纳假设及 (2)式,当m - k= r+ 1时,有

∏
k+ r+ 1- 1

j = k
(1+ v

2j
x ) = ∏

k+ r- 1

j = k
(1+ v

2j
x )· (1+ v

2 (k+ r)
x )
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=∑
r

i= 0

r

i
v

i (r- 1) + 2ik
x

i· (1+ v
2 (k+ r)

x )

=∑
r

i= 0

r

i
v

i (r- 1) + 2ik
x

i

　+∑
r

i= 0

r

i
v

i (r- 1) + 2ik+ 2 (k+ r)
x

i+ 1

=∑
r

i= 0

r

i
v

i (r- 1) + 2ik
x

i

　+∑
r+ 1

i= 1

r

i- 1
v

( i- 1) (r- 1) + 2 ( i- 1) k+ 2 (k+ r)
x

i

= 1+∑
r

i= 1

r

i
v i (r- 1) + 2ik

　+
r

i- 1
v

( i- 1) (r- 1) + 2 ( i- 1) k+ 2 (k+ r)
x

i

　　　+ v
r (r- 1) + 2rk+ 2 (k+ r)

x
r+ 1

= 1+ ∑
r

i= 1

r

i
v - i+

r

i- 1
v r- i+ 1

v
ir+ 2ik

x
i

　+ v
r (r- 1) + 2rk+ 2 (k+ r)

x
r+ 1

= 1+ ∑
r

i= 1

r+ 1
i

v
i (r+ 1- 1) + 2ik

x
i

　+ v
r (r- 1) + 2rk+ 2 (k+ r)

x
r+ 1

=∑
r+ 1

i= 0

r+ 1
i

v
i (r+ 1- 1) + 2ik

x
i,

也就是说当m - k = r+ 1 时 (5)式成立,由归纳法
原理,对一切正整数m > k , (5)式成立 1 证毕
命题 2的证明
如果m = k= 0或m = k> 0或m > k= 0, (1)式
显然成立,下设m > k> 0,因为

∏
k- 1

j= 0
(1+ v

2j
x ) - 1·∏

m - 1

j= 0
(1+ v

2j
x ) =∏

m - 1

j= k
(1+ v

2j
x ) ,

故由 (3)、(4)、(5) ,可得到如下式:

∑
i≥0

(- 1) i k - 1+ i

i
v

i (k- 1)
x

i·∑
m

j= 0

m

j
v

j (m - 1)
x

j

=∑
m - k

∆= 0

m - k

∆ v
∆(m - k- 1) + 2∆k

x
∆,

比较两边 x
∆的系数,则有

∑
0≤i≤∆

(- 1) i k - 1+ i

i

m

∆- i
v

i (k- 1) + (∆- i) (m - 1)

=
m - k

∆ v
∆(m - k - 1) + 2∆k ,

消去两边的同类项 v
∆(m - 1) ,即得

∑
0≤i≤∆

(- 1) i k - 1+ i

i
m

∆- i
v

- i (m - k)

　　=
m - k

∆ v
k∆1

由 (1)可推出两个量子恒等式 1
用 v

- 1代替 (1)式中的 v ,我们有

∑
0≤i≤∆

(- 1) i k - 1+ i
i

m

∆- i
v

i (m - k)

　　=
m - k

∆ v
- k∆1 (6)

这里,m , k , ∆同命题 2的假设 1 证毕
我们还有
推论 7　m , k 是非负整数, m ≥k , ∆, n 是正整
数,那么有

∑
0≤i≤∆

(- 1) i k - 1+ i

i

m + n

∆- i
v

i (m - k - n)

　　= ∑
0≤t≤∆, n

m - k

∆- t

n

t
v

- k (∆- t) - n∆+ t (m + n) (7)

证明　因为

∏
m + n- 1

j= 0
(1+ v

2j
x ) = ∏

n- 1

j= 0
(1+ v

2j
x )·∏

m + n- 1

j = n
(1+ v

2j
x )

故由 (3)式和 (5)式 (用 v
- 1代替 v ) ,我们有

∑
m + n

∆= 0

m + n

∆ v
- ∆(m + n- 1)

x
∆

　　= ∑
n

i= 0

n

i
v

- i (n- 1)
x

i·

　　　·∑
m

j= 0

m

j
v

- j (m - 1) + 2jn
x

j

　　= ∑
m + n

∆= 0 ∑0≤t≤∆, n

v - n∆+ t (m + n) m

∆- t

n

t

　　　·v
- ∆(m + n- 1)

x
∆,

比较两边 x
∆的系数,可以看出

m + n

∆ = ∑
0≤t≤∆, n

v
- n∆+ t (m + n) m

∆- t

n

t
,

于是,由 (6)式,我们得到

∑
0≤i≤∆

(- 1) i k - 1+ i

i

m + n

∆- i
v

i (m - k - n)

　　= ∑
0≤i≤∆

(- 1) i k - 1+ i

i

· ∑
0≤t≤∆- i, n

v- n (∆- i) + t (m + n) m
∆- i- t

n
t

v i (m - k- n)

　　= ∑
0≤t≤∆, n ∑0≤i≤∆- t

(- 1) i k - 1+ i

i

· m
∆- t- i

v i (m - k)
v

- n∆+ t (m + n) n

t

　　= ∑
0≤t≤∆, n

m - k

∆- t

n

t
v

- k (∆- t) - n∆+ t (m + n)

即 (7)式成立 1 证毕
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Abstact: T he genera lized L ienard2type equat ion

xβ+ f 1 (x ) xα+ f 2 (x ) xα2+ f 3 (x ) xα3+ g (x ) = 0

is d iscu ssed, and som e sufficien t condit ion s to guaran tee the o scilla t ing of its any non2t rivia l so lu t ion are

ob ta ined. Fu rtherm o re, the ex istence of period ic so lu t ion is p roved.

Key words: o scilla t ing ; period ic so lu t ion; po sit ive defin ite funct ion
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