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摘 　要 :首先运用 C0 2半群理论证明 M / Ek /1排队模型有唯一的概率瞬态解 , 然后研究对应于 M / Ek /1排

队模型的主算子的谱特征 , 最后得到在一定的条件下该模型的时间依赖解强收敛于该模型的稳态解.
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　　 Abstract: It is firstly p roved by using C0 2sem igroup theory that the M / Ek /1 queueing model has a unique posi2
tive time dependent solution which satisfies p robability condition, then the spectral p roperties of the operator corre2
sponding to this model is studied. Finally it is given that under certain condition the time dependent solution of the

model converges strongly to the steady state solution of the model.
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0引言

M / Ek /1表示顾客以到达率 λ的 Poisson 过程到达系

统 ,服务台的服务时间服从参数为μ的 k阶 Erlang分布 , 系

统中只有 1个服务台 , 服务台的服务规则是先到先服务 ,

服务时间与顾客到达相互独立.

2006年英国学者 Griffiths, Leonenko 与 W illiam s [1 ]建

立了 M / Ek /1排队模型并运用概率母函数研究了该模型的

时间依赖解 ,得到了概率母函数的表达式 ,即得到了该模型

时间依赖解的存在性. 最后 ,在特殊情况下 ,讨论了该排队

系统队长的数值计算问题. 正如该文中他们所说“研究排

队模型的时间依赖解是难度大 ,但非常重要的问题 ”. 本文

运用泛函分析理论与方法对 M / Ek /1排队模型进行动态分

析. 首先将该排队模型转化成 Banach空间中的抽象 Cauchy

问题 ,然后运用 H ille2Yosida定理 , Phillip s定理与 Fattorini

定理证明该模型存在唯一的概率瞬态解. 第三步讨论该模

型主算子的普特征 , 最后得到在一定的条件下该模型时间

依赖解强收敛于该模型的稳态解.

M / Ek /1排队模型可写为 [1 ]

　　
dp0 ( t)

d t
= -λ p0 ( t) + kμ p1, 1 ( t) , n = 0, (1)

dp1, s ( t)

d t
= - (λ + kμ) p1, s ( t) +

　　　　kμ p1, s + 1 ( t) , 1≤ s≤ k - 1, (2)

dp1, k ( t)

d t
= - (λ + kμ) p1, k ( t) +

　　　　kμ p2, 1 ( t) +λ p0 ( t) , 　s = k, (3)

dpn, s ( t)

d t
= - (λ + kμ) pn, s ( t) + kμpn, s + 1 ( t) +

　　　　λ pn - 1, s ( t) , 　n≥ 2, 　1≤ s≤ k - 1, (4)

dpn, k ( t)

d t
= - (λ + kμ) pn, k ( t) + kμ pn + 1, 1 ( t) +

　　　　λ pn - 1, k ( t) , 　n≥ 2, 　s = k, (5)

p0 (0) = 1, pn, s (0) = 0, n≥ 1, 1≤ s≤ k. (6)

其中 : λ表示顾客的到达率 ; μ表示服务员的服务率 ;

pn, s ( t) 表示在时刻 t系统里有 n个顾客 , 其中一个顾客在

系统的第 s相位里接受服务的概率.

为简单起见 , 记
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A =

-λ kμ 0 0⋯

0 - (λ + kμ) kμ 0⋯

0 0 - (λ + kμ) kμ⋯

… … … ……

,

U =

0 0 ⋯ 0 0 ⋯

… … ⋯ … … ⋯

0 0 ⋯ 0 0 ⋯

λ 0 ⋯ 0 0 ⋯

… … ⋯ … … ⋯

0 0 ⋯ λ 0 ⋯

0 0 ⋯ 0 λ ⋯

… … ⋯ … … ⋯

.

选择 l
1

= { p = ( p0 , p1, 1 , ⋯, p1, k , p2, 1 , ⋯, p2, k , ⋯, pn, 1 , ⋯,

pn, k , ⋯) | ‖p‖ = | p0 | + ∑
n =1

∞

∑
s =1

k

| pn, s | < ∞} 为状态空

间. 如果取 A与 U的定义域为 D (A ) = D (U ) = l1 , 那么方

程 (1) 2(6) 可改写为 Banach空间 l
1 中的抽象 Cauchy问

题 :

dp ( t)

d t
= (A + U ) p ( t) , 　t ≥ 0, (7)

p (0) = (1, 0, 0, ⋯) . (8)

1　系统 (7) 2( 8)的适定性

定理 1　A + U生成某个正压缩 C0 2半群 T ( t) .

　　证明 　首先证明当γ > - λ时 (γI - A ) - 1 存在并且

‖ (γI - A ) - 1 ‖ =
1

γ +λ
. 由此推出 A生成某个 C0 2半群.

其次用 C0 2半群的扰动理论得到 A + U生成某个 C0 2半群

T ( t) , 然后我们证明 T ( t) 是一个正算子 , 最后我们证明

T ( t) 是压缩算子.

　　当γ≠ - λ, γ≠ - (λ + kμ) 时 ,由 A的表达式与算子

逆的定义求出 　　

(γ I - A ) - 1 =

1
γ +λ

kμ
(γ +λ) (γ +λ + kμ)

( kμ) 2

(γ +λ) (γ +λ + kμ) 2 ⋯

0
1

γ +λ + kμ
kμ

(γ +λ + kμ) 2 ⋯

0 0
1

γ +λ + kμ
⋯

… … … …

(9)

对任意 p ∈ l
1
, 由 (9) 有 (不妨设γ > - λ ) :

‖ (γ I - A ) - 1
p‖≤ 1

γ +λ
| p0 | +

{
kμ

(γ +λ) (γ +λ + kμ)
+

1
γ +λ + kμ

} | p1, 1 | + ⋯ +

{
( kμ) k +1

(λ + kμ) (γ +λ + kμ) k +1 +

∑
i =1

k +1
( kμ) i- 1

(γ +λ + kμ) i } | p2, 1 | + ⋯ +

{
( kμ) ( n - 1) k +1

(λ + kμ) (γ +λ + kμ) ( n - 1) k +1 +

∑
i =1

( n - 1) k +1
( kμ) i- 1

(γ +λ + kμ) i } | pn, 1 | + ⋯ +

{
( kμ) nk

(λ + kμ) (γ +λ + kμ) nk +

∑
i =1

nk
( kμ) i- 1

(γ +λ + kμ) i } | pn, k | + ⋯. (10)

通过观察任意 | pn, s | 的系数 ,发现

( kμ) ( n - 1) k + s

(γ+λ) (γ+λ + kμ) ( n - 1) k + s +

　　 ∑
i =1

( n - 1) k +s
( kμ) i- 1

(γ +λ + kμ) i =
1

γ +λ
,

　　n ≥ 1, 1 ≤ s ≤ k, (11)

合并 (11)与 (10) 式 ,得出 | (γI - A ) - 1
p | ≤ 1

γ +λ
‖p‖.

如果我们取特殊的 p′= (1, 0, 0, ⋯) ∈ l
1 ,由 (9) 得到

‖ (γI - A ) - 1
p′‖ =

1
γ +λ

‖p′‖. (12)

因此 ,由 (12) 式与算子范数的定义可知

‖ (γ I - A ) - 1 ‖ =
1

γ +λ
.

此式 说 明 : 当 γ > - λ时 (γ I - A ) - 1 存 在 并 且

‖ (γI - A ) - 1 ‖ =
1

γ+λ
. 因为 D (A ) = l1 , 所以由 H ille2Yosi2

da定理 [2 ]推出 A生成某个 C0 2半群.

第二步 ,我们证明 U是 l1 上的有界线性算子.

由 U的定义很容易计算出 ,对任意的 p ∈ l
1 有

‖U p‖ = |λ p0 | + ∑
n =1

∞

∑
s =1

K

|

λpn, s | =λ‖p‖] ‖U‖ =λ. (13)

此式说明 U是有界算子. 不难验证 U 是一个线性算子 ,从

而 U是有界线性算子.

　　由 C0 2半群的扰动定理 [2 ]知 A + U生成某个 C0 2半群

T ( t) . 此外由 (9) 可知 (γ I - A ) - 1是正算子 ,而 U是正算

子. 注意到

(γ I - A - U ) - 1
= [ I -

　　 (γ I - A ) - 1
U ]

- 1 (γI - A ) - 1
. (14)

由 (12) 和 (13) 知道当 ‖ (γ I - A ) - 1
U‖ ≤ ‖ (γI -

A ) - 1 ‖‖U‖ =
λ

γ +λ
< 1时 , [ I - (γ I - A ) - 1

U ]
- 1存在 ,

并且

[ I - (γI - A ) - 1U ] - 1 = ∑
m =0

∞

[ (γ I - A ) - 1U ]m .

所以 [ I - (γI - A ) - 1U ] - 1是一个正算子. 由 (9) 和 (14) 可

知 (γI - A - U ) - 1 是一个正算子. 从而由
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T ( t) p = lim
γ→∞

e-γ t ∑
m =0

∞
t
mγ2m

[ (γ I - A - U ) - 1
]

m

m !
p

知道 T ( t) 是一个正算子. 此外 , 结合 (12) , (13) 与 (14)

估计出

‖ (γ I - A - U ) - 1 ‖ ≤

1
1 - ‖ (γ I - A ) - 1 ‖‖U‖

‖ (γ I -

A ) - 1 ‖ =
1
γ

.

此式表明 [2 ] ‖T ( t) ‖≤ 1, 即 T ( t) 是压缩算子. 证毕

　　在 l
1 中引入集合 Y = { p ∈ l

1
| p = ( p0 , p1, 1 , ⋯, p1, k ,

p2, 1 , ⋯, p2, k , ⋯, pn, 1 , ⋯, pn, k , ⋯) , p0 ≥ 0, pn, s > 0, n ≥ 1, s

= 1, 2, ⋯, k } , 则 Y是 l1 中的正锥. 由于 l1 的共轭空间为

l
∞

= { q
3

| q
3

= ( q0
3

, q1, 1
3

, q1, 2
3

, ⋯, q1, k
3

, q2, 1
3

, q2, 2
3

,

⋯) , | | | q3 | | | = sup{ | q0
3 | , sup

1≤n <∞
1≤ s≤ k

| qn, s
3 | } < ∞} 对

p ∈ D (A ) ∩ Y , 取 q3 = ‖p‖ (1, 1, ⋯) , 则 q3 ∈ l∞并

且

〈 p, q3 〉= ( p0 + ∑
n =1

∞

∑
s =1

k

pn, s ) ‖p‖ =

‖p‖2 = | | | q3 | | | 2.

对这种 p ∈D (A ) ∩ Y与 q
3 ∈ l

∞有〈 (A +U ) p, q
3 〉= 0.

此式表明 A + U 对集合 θ( p) = { q3 ∈ l3 |〈 p, q3 〉=

‖p‖2
= | | | q | | |

2
} 是保守算子 ,所以由 Fattorini定理 [2 ]

得到以下结果 :

　　定理 2　 T ( t) 对 D (A
2 ) 中的初值是等距算子. 特别

地 , 对系统 (7) 2(8) 的初值满足 :

‖T ( t) p (0) ‖ = ‖p (0) ‖, 　Π t ∈ [ 0, ∞) .

结合定理 1与定理 2得到本节的主要结果 :

　　定理 3　系统 (7) 2(8)存在唯一的概率瞬态解 p ( t) 满

足 :

‖p ( t) ‖ = 1, 　Π t ∈ [ 0, ∞) .

　　证明 　因为 p (0) = (1, 0, 0, 0, ⋯) ∈ D (A ) ∩ Y, 所

以由定理 1和文献 [ 2 ] 中定理 11可知系统 ( 7 ) 2( 8 )存在

唯一的非负解且把它可表示为 p ( t) = T ( t) p (0) =

T ( t) (1, 0, 0, 0, ⋯) . 此式与定理 2结合后 , 得到 ‖p‖ =

‖T ( t) p (0) ‖ = ‖p (0) ‖ = 1, 　Π t ∈ [ 0, ∞) . 此式刚

好反映 p ( t) 的实际背景. 证毕

2　系统 (7) 2( 8)解的渐近性质

引理 1　若 kμ >λ ,则 {γ∈ C |γ +λ + kμ | >λ +

kμ} 属于算子 A + U的预解集.

　　证明 　由 (9) 知对任意 p ∈ l
1 , 有

‖ (γ I - A ) - 1 p‖≤ 1
| γ +λ |

| p0 | +

{
kμ

| (γ +λ) (γ +λ + kμ) |
+

1
| γ +λ + kμ |

} | p1, 1 | + ⋯ +

{
( kμ) k

| (γ +λ) (γ +λ + kμ) k |
+

∑
i =1

k
( kμ) i- 1

| (γ +λ + kμ) i |
} | p1, k | + ⋯ +

{
( kμ) ( n - 1) k +1

| (γ +λ) (γ +λ + kμ) ( n - 1) k +1 |
+

∑
i =1

( n - 1) k +1
( kμ) i- 1

| (γ +λ + kμ) i |
} | pn, 1 | + ⋯ +

{
( kμ) nk

| (γ +λ) (γ +λ + kμ) nk |
+

∑
i =1

nk
( kμ) i- 1

| (γ +λ + kμ) i |
} | pn, k | + ⋯. (15)

容易验证 Π n ≥ 1, 1 ≤ s ≤ k有

( kμ) ( n - 1) k + s - 1 |γ+λ + kμ| <

( kμ) ( n - 1) k + s + ( kμ) ( n - 1) k + s - 1 |γ+λ| ,

这蕴含 | pn, s | 的系数大于 | pn, s- 1 | 和 | pn - 1, s | 的系数 ,从而

由 (15) 推出

‖ (γ I - A ) - 1 p‖ ≤ lim
n→∞

{
( kμ) nk

| (γ +λ) (γ +λ + kμ) nk |
+

∑
s =1

nk
( kμ) s- 1

| (γ +λ + kμ) s |
} ( | p0 | +| p1, 1 | + ⋯ +

| p1, k | +| p2, 1 | + ⋯ +

| p2, k | + ⋯ +| pn, 1 | + ⋯ +| pn, k | + ⋯) =

∑
s =1

∞
( kμ) s- 1

| γ +λ + kμ | s
( | p0 | + ∑

n =1

∞

∑
s =1

k

| pn, s | < ∞) =

1
| γ +λ + kμ | - kμ

‖p‖. (16)

由 (13)和 (16)知道 ,当γ满足

|γ +λ + kμ | >λ + kμ (17)

时 ,不等式 ‖ (γ I - A ) - 1
U‖ ≤ ‖ (γ I - A ) - 1 ‖‖U‖ ≤

λ
|γ +λ + kμ | - kμ

< 1成立 ,表明对满足 (17) 的所有γ,

[ I - (γI - A ) - 1
U ]

- 1 存在并且有界 . 从而由 (16) 与 (14)

可知道 ,对满足 (17) 的所有γ, (γI - A - U ) - 1存在并且有

界 , 即引理的结论成立. 证毕

引理 2　 0是 A + U的几何重数为 1的特征值.

　　证明 　解方程 (A + U ) p = 0 , 可以归纳出 :

pn, s = { [ ∑
i =1

n

( - 1) i- 1 ( n - i) k + s - 1

i - 1
ρi (1 +

ρ) ( n - i) k +s- i ] -

[ ∑
i =1

n - 1

( - 1) i- 1 ( n - 1 - i) k + s - 1

i - 1
ρi (1 +

ρ) ( n - 1 - i) k +s- i ] } p0 , n ≥ 1, 1 ≤ s ≤ k. (18)

其中
λ
kμ

=ρ, 若取 p0 > 0, 用数学归纳法可以证明 : pn, s >

0, n ≥ 1, 1 ≤ s ≤ k.

　　引入 pn, s的母函数 [3 ]
H ( z) 如下

H ( z) = p0 + ∑
s =1

k

Hs ( z) =

p0 + ∑
s =1

k

∑
n =1

∞

pn, s z
n
, 　 | z | < 1,
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Hs ( z) = ∑
n =1

∞

pn, s z
n
.

求出 :

H ( z) = p0 + ∑
s =1

k

Hs ( z) =

p0 + ∑
s =1

k ρz (1 - z) (ρ+ 1 - ρ z) s- 1 p0

1 - z (ρ+ 1 - ρ z) k =

(1 - z) p0

1 - z (ρ+ 1 - ρ z) k.

由 L’Hosp ital法则容易算出

lim
z→1

H ( z) = lim
z→1

(1 - z) p0

1 - z (ρ+ 1 -ρz) k =

lim
z→1

- p0

- (ρ+ 1 -ρz) k - z (ρ+ 1 -ρz)
k - 1 ( - kρ)

=

- p0

- 1 + kρ
=

p0

1 -
λ
μ

.

] p0 + ∑
n =1

∞

∑
s =1

K

pn, s =
p0

1 -
λ
μ

.

此式说明 0是 A +U的特征值. 此外 , 由 (18) 知道对应于

0的特征向量构成一维的向量子空间 , 即 0的几何重数为

1. 证毕

　　引理 3　 0是 (A + U ) 3 的特征值.

　　证明 　因为 l
1的的共轭空间 l

∞ ,而 (A +U ) 3 是 A +

U的转置矩阵 ,即

(A +U ) 3 =

-λ 0 ⋯ 0λ0⋯⋯

kμ - (λ + kμ) ⋯ 00λ⋯⋯

0 kμ - (λ + kμ) ⋯00λ⋯

… … … ……………

.

所以 考 虑 (A + U ) 3 q3 = 0 , 很 容 易 看 出 q3 =

(1　1　1　⋯) T是该方程的一个解. 这表明 0是 (A +

U ) 3 的特征值. 证毕

如果能证明 0是 (A +U ) 3 的代数重数为 1的特征值 ,

那么由定理 1, 引理 2, 引理 3和文献 [ 2 ]中的定理 14得

到本节的主要结果 :

定理 4　若ρ< 1并且 0是 (A + U ) 3 的代数重数为 1

的特征值 , 则系统 ( 7) 2( 8) 的时间依赖解 p ( t)强收敛于

该系统的稳态解 , 即 lim
t→ ∞

p ( t) = p,其中 p是引理 3中的特

征向量.

在文献 [ 4 ] 中作者通过直接估计对应于一类可靠性

模型的主算子的预解式得到了该模型的时间依赖解强渐近

稳定的. 由此可见 ,本文的结果区别于文献 [ 4 ] 中的结

果.
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