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复数的三元数研究

王俊龙
*

( �高等学校文科学术文摘�杂志社, 上海 200234)

摘  要: 复数 a + b i可扩展为三元数: S = a+ b i+ c�, 其中 i2= - 1, � 2 = - ,i i� = i+ �, 且遵从加法和乘法

规则.
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Study on Ternary Number of Complex

WANG Jun�long*

( P eriodical O ffice of China UniversityA cadem ic Abstrac ts, Shangha i 200234, Ch ina)

Abstract: Com plex a+ b i can be expanded te rnary numberS = a + b i+ c�, here: i2 = - 1 , � 2 = - ,i i� = i+ �,

and obey ar ithm etic rules o f add ition and mu ltiplica tion.
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  G auss成功将复数解释为高斯平面,使复数得

以用几何方法表示, 并且满足 !模法则 ∀. 因此,

Ham ilton提出一个问题:既然有复数平面存在, 那

是否也会有一种数可用三维空间来表示? 三元数

作为复数的扩展,被定义为一个具有加减法、乘法

运算的数.但是,经过了多次的尝试、论证, 最后却

只发现了四元数,而未发现三元数的存在.

是否存在一种三元数,以复数为子数系? 答案

是肯定的.以往未发现三元数, 是因为对其性质尚

不完全了解. 三元数有不同于复数和四元数的特

点,比如,不满足 !模法则∀.

三元数存在定理  若 S = a + b i+ c� 为三元

数,则 i
2
= - 1, �

2
= - ,i i�= i+ �.

证明  若 S = a + b i+ c�构成三元数, 则其遵

循加法和乘法运算规则.

设 S = a+ b i+ c�和 S #= a#+ b#i+ c#� 是任意

两个三元数,那么,适用加法和乘法规则.

加法:

S + S #= a + b+ ( a#+ b#) i+ ( c+ c#)�

常元 1: a+ b,虚元 i: a#+ b#,玄元 �: c+ c#.
三元数加法是对应元系数相加, 遵循交换律.

乘法:

S∃ S #= aa#- bb#+ ( ab#+ a#b+ bc#+

b#c- cc#) i+ ( ac#+ a#c+ bc#+ b#c)�

常元 1: aa#- bb#,虚元 i: ab#+ a#b+ bc#+ b#c-
cc#,玄元 �: ac#+ a#c+ bc#+ b#c.

三元数乘法遵循交换律和乘法对加法分配律.

证毕.

三元数平方公式:

( a + b i+ c� )
2
= a

2
- b

2
+ ( 2ab+ 2bc- c

2
) i+

( 2ac+ 2bc) �

三元数立方公式:

( a + b i+ c� )
3
= a

3
+ 3ab

2
- 2b

2
c+ bc

2
+

( 3a
2
b- 2ac

2
+ 2b

2
c+ 6abc- b

3
- c

3
) i+

( 3a
2
c+ 2bc

2
+ b

2
c+ 6abc- c

3
) �

由于三元数乘法的复杂性使得三元数的 N次

方通项公式的列示极其困难.

以下是一些三元数的运算实例,用以验证三元

数运算及其结果的相互契合性.

例 1 设三元数 S = a + b i+ c�, 当 c= 0或 b=

0,易知

( a + b i)
2
= a

2
- b

2
+ 2ab i,

( a + b i)
3
= a

3
- 3ab

2
+ ( 3a

2
b- b

3
) i,

( a + c� )
2
= a

2
- c

2
i+ 2ac�,
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  ( a+ c� )
3
= a

3
- (2ac

2
+ c

3
) i+ (3a

2
c- c

3
) �.

例 2 设三元数: S1 = - 1+ i+ �, S2 = 1- i+

�, S3 = 1+ i+ �, S4 = 1+ i- �,考察其自乘运算,再

以平方差公式加以验证.

根据乘法运算规则,不难得知上述 4个三元数

的平方值分别如下:

S1
2
= ( - 1+ i+ � )

2
= �

2
= - ,i

S
2
2 = (1- i+ � )

2
= - 5,i

S3
2
= (1+ i+ � )

2
= 3 i+ 4�,

S4
2
= (1+ i- � )

2
= - i- 4�.

根据平方差公式:

a
2
- b

2
= ( a + b ) ( a - b)

验证上述三元数平方运算的结果.

(1 + i- � )
2
- ( - 1+ i+ � )

2
=

( ( 1+ i- � ) + ( - 1+ i+ � )

( ( 1+ i- � ) - ( - 1+ i+ � ) ) =

2 i( 2- 2� ) =

4 i- 4 i� = - 4�.

S
2
4 - S1

2
= - 4�.

( 1 - i+ � )
2
- ( - 1+ i+ � )

2
=

( ( 1- i+ � ) + ( - 1+ i+ � ) )

( ( 1- i+ � ) - ( - 1+ i+ � ) ) =

2� ( 2- 2 i) = 4� - 4 i� = - 4 i

S
2
2 - S1

2
= - 4.i

( 1 + i+ � )
2
- ( 1- i+ � )

2
=

( ( 1+ i+ � ) + ( 1- i+ � ) ) ( ( 1+ i+ � ) -

( 1- i+ � ) ) =

2i( 2+ 2� ) =

4i+ 4 i� =

8i+ 4�.

S
2
3 - S2

2
= 8 i+ 4�.

( 1+ i�� ) 2
- ( 1+ i+ � )

2
=

( ( 1+ i- � ) + ( 1+ i+ � ) ) ( ( 1+

i- � ) - ( 1+ i+ � ) ) =

- 2� ( 2+ 2 i) =

- 4� - 4 i�=

- 4 i- 8�.

S
2
4 - S

2
3 = - 4 i- 8�.

( 1+ i- � )
2
- ( 1- i+ � )

2
=

( ( 1+ i- � ) + ( 1- i+ � ) ) ( ( 1+

i- � ) - ( 1- i+ � ) ) =

2( 2 i- 2� ) =

4i- 4�.

S
2
4 - S

2
2 = 4 i- 4�.

因为 S
2
3 - S2

2
= 8 i+ 4�, S

2
4 - S

2
3 = - 4 i- 8�,

且  S
2
4 - S

2
2 = 4 i- 4�.

所以 S
2

4 - S
2

2 = (S
2

3 - S
2

2 ) + (S
2

4 - S
2

3 )

(允许消去规则 ).
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