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图的减边控制数的一些新下界

孔祥阳
*
,徐保根,陈 � 悦

(华东交通大学 基础科学学院, 江西 南昌 330013)

摘 � 要: 在已有减边控制函数定义的基础上, 引入了新的控制参数 � � � 边度, 并利用分类的方法对文献

[ 7]的问题 2进行了探索, 得到了一般图的关于边数的减边控制数的若干下界.
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Abstract: A new dom ination param eter�edge degree w as introduced on the basis o f the defin ition o f m inus edge

dom ination function. The question 2 in paper [ 7] w as investigated using the me thod o f classification, and som e lowe r

bounds o f the m inus edge dom ination numbers o f g raphs w as obta ined.
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0� 引言

本文所用到的符号和术语若无特别说明则均与文献

[ 1] 相同,文中考察的图均为无向简单图.

在图 G = (V, E )中, V = V (G )和 E = E (G )分别表示

图 G的顶点集和边集.图 G中的任意一条边 e在 G中的边度

是指与 e相连的边的条数,记为 d 
G

( e), 在不致混淆的情况

下可简记为 d ( e). 如果 e! E (G ),那么N G ( e)表示 G中和

e相邻的边的集合, 并称为边 e的边邻域. N G [ e] = N G ( e)

∀ { e}称为 e的闭边邻域. 为方便叙述,我们分别将 N G ( e)

和 N
G

[ e]简记为 N ( e)和 N [ e] .

1996年,加拿大著名图论专家 E. J. C ockayne[2] 等人引

入了图的许多不同类型的控制概念及其变化形式. 1998

年, 美国图论学者W. T. H aynes等人 [ 3] 较为全面而又系统

地总结了近些年图论中关于图的点控制问题方面的一些重

要研究成果. 为了进一步丰富和完善图的控制理论内容, 我

们将由对图的点控制问题的研究转向对图的边控制问题的

研究, 并取得了一些研究成果. 例如, 图的符号边控制 [ 4- 6]、

减边控制 [ 7- 8] 等.文献 [ 7] 中的问题 2为:

问题 2 [7] � 如何确定 � (m ) = m in{� m (G ) | G为一个

图且 | E (G ) | = m }的确切值?

对于在图 G = (V, E )上定义的一个函数 f: E # R和 G

的一个子集 S � E (G ),记

f ( S ) = ∃
e! S

f ( e).

1� 定义及引理

定义 [ 7] � 设 G = (V, E )为一个非空图, 一个函数 f: E

# { - 1, 0, 1}被称为图 G的一个减边控制函数,如果对于 G

中每一条边 e均有 ∃
e ! N[ e ]

f ( e ) % 1成立.

图 G的减边控制数定义为 � m (G ) = m in{ ∃
e! E (G )

f ( e) | f

为图 G的减边控制函数 },并且对于任意空图 G = K n, 则定

义 � m (Kn ) = 0.

若将上述定义中的函数 f: E # { - 1, 0, 1}分别改为函

数 f: E# { - 1, 1}和函数 f: E # { 0, 1},其他条件不变, 则得

到图 G 的符号边控制数 � s (G ) 和边控制数 � (G ). 由此可

见, � s (G )和 � (G )均可看作是 � m (G )的一种特例. 因此我

们得到下面的引理:

引理 1� 对任意的图 G, 均有 � 
m

(G ) & � 
s
(G ) .

引理 2� 对任意的图 G, 有 � m (G ) & � (G ) .

2� 主要结果

定理 1� 设图G是一个无孤立点的连通图,且 |E (G) | = m,
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则其减边控制数为

� m (G ) % ( 8m - 7 - m�.

证明 � 当m = 0时,显然 � m (G ) = 0. 当m = 1, 2, 3时,

显然 � m (G ) = 1. 于是令

M = { e ! E (G ) | f ( e) = - 1},

P = { e ! E (G ) | f ( e) = 1} ,

Q = { e ! E (G ) | f ( e) = 0}.

设 M = { ei | 1 & i & r}, P = { ej | 1 & j & p }, Q = { ek | 1

& k & q} ,则 | M | = r% 1, | P | = p % 2, | Q | = q % 1,

从而 m = r + p + q % 4.对任意的边 e
i
! M,记

N (e i ) ) M = M i, N ( e i ) ) P = P i, N ( ei ) ) Q = Q i.

同理, 对于边 ej ! P,有

N (ej ) ) M = M j, N ( ej ) ) P = P j, N ( ej ) ) Q = Q j.

对于边 ek ! Q, 有

N (e
k
) ) M = M

k
, N ( e

k
) ) P = P

k
, N ( e

k
) ) Q = Q

k
.

因为所有 - 1边所连接的 + 1边总数与所有 + 1边所连

接的 - 1边总数相等, 即有

∃
r

i= 1

| P i | = ∃
p

j= 1

| M j |, ( 1)

同理有

∃
q

k= 1

| P
k

| = ∃
p

j= 1

| Q
j
|, ( 2)

∃
q

k= 1

| M k | = ∃
r

i= 1

| Q i |. ( 3)

又由定义知对任意的边 e i ! M,有

| M i | + 2& | P i |,

于是对所有的 e
i
! M, 1 & i & r有

2r + ∃
r

i= 1

| M i | = ∃
r

i= 1

( | M i | + 2) & ∃
r

i= 1

| P i | . ( 4)

对任意的边 ej ! P, 有 | M j | & | P j |, 从而对所有的 ej ! P,

1 & j & p有

∃
p

j= 1

| M j | & ∃
p

j = 1

| P j |. ( 5)

对任意的边 ek ! Q, | M k | + 1& | Pk | ,从而对所有的 ek !

Q, 1 & k & q有

q + ∃
q

k= 1

| M k | = ∃
q

k= 1

( | M k | + 1) & ∃
q

k= 1

| P k | . ( 6)

由 ( 1)、( 4)和 ( 5)得

2r & 2r + ∃
r

i= 1

| M i | & ∃
p

j= 1

| P j | & p ( p - 1),

从而

p % 1

2
8r+ 1 +

1

2
,

又因为 r + p + q = m, 所以

m = r + p + q %

r + (
1

2
+

1

2
8r + 1) + q %

r +
3

2
+

1

2
8r + 1.

令 x = 8r + 1, 即 r =
x 2 - 1

8
,代入上式有

x & 8m - 7 - 2.

最后得图 G的减边控制数为

� (G ) = p - r = m - q - 2r %

- r +
1
2

+
1
2

8r + 1 =

-
1

8
( x - 2) 2 +

9

8
= 8m - 7 - m.

因为 � 
m (G ) 只能取整数,所以 � m (G ) % ( 8m - 7 - m�.

当 q = 0时, f为图 G的符号边控制函数, 由引理 1知上

式成立.

当 r = 0时, f为图 G的一般边控制函数, 由引理 2知上

式也成立. 证毕

定理 2� 对任意具有 m条边的连通图 G, 有

� 
m

(G ) % 2 +   - ! 
2 +   + ! 

m.

证明 � 设 f为图 G的一个减边控制函数. 同定理 1, 令

M = { e ! E (G ) | f ( e ) = - 1} ,

P = { e ! E (G ) | f ( e) = 1},

Q = { e ! E (G ) | f ( e) = 0}.

于是 E (G ) = M ∀ P ∀ Q. 设

M = M ! ∀ M   ∀ M ∀,

且 | M | = | M
! | + | M

  | + | M
∀

|, 其中

M ! = { e ! M | d ( e) = ! },

M   = { e ! M | d ( e) =   },

M ∀ = { e ! M |   & d ( e) & ! - 1}.

同理可令 P = P! ∀ P  ∀ P∀,且

| P | = | P ! | + | P  | + | P ∀ | , Q = Q ! ∀ Q   ∀ ∀,

且 | Q | = | Q ! | + | Q   | + | Q ∀ |.设

E i = M i ∀ P i ∀ Q i, i ! { ! ,   , ∀},

则 E (G ) = E
! ∀ E

  ∀ E
∀
,于是有

m = | E! | + | E   | + | E∀ |.

根据减边控制函数的定义知, 对 G中任一条边 e都有

∃
e ! N [ e]

f ( e ) % 1,

故对 G中所有的边有

∃
e! E (G )

∃
e ! N [e ]

f ( e ) % m,

即

∃
e! E ( G )

f( e) ( d ( e ) + 1) % m,

于是有

∃
e! P!  

( d ( e) + 1) + ∃
e! P   

( d ( e) + 1) +

∃
e! P∀

( d ( e) + 1) - ∃
e! M ! 

( d ( e) + 1) -
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∃
e! M   

( d ( e) + 1) - ∃
e! M∀

( d ( e) + 1) % m.

由上述记法知

( ! + 1) | P
! | + (   + 1) | P

  | + ! | P
∀

| -

(! + 1) | M ! | - (  + 1) | M   | -

(  + 2) | M ∀ | % m. ( 7)

又因为 | P i | = | E i | - |M i | - | Q i | , i ! {! ,   , ∀} ,代

入 ( 7) 后消去 | P! |, | P  | 和 | P∀ |有

! m % 2( ! + 1) | M ! | + 2(  + 1) | M   | +

(! +   + 2) | M ∀ | + (! + 1) | Q ! | +

(  + 1) | Q
  | + ! | Q

∀
| +

(! -   ) | E   | + | E∀ |. ( 8)

再用 | E i | = | P i | + | M i | + | Q i | , i ! {  , ∀} 代入 ( 8)得

! m % 2( ! + 1) | M ! | + (! +   + 2) | M   | +

(! +   + 3) | M ∀ | + (! + 1) | Q ! | +

(! + 1) | Q   | + ( ! + 1) | Q ∀ | + | P∀ | +

(! -   ) | P   |%

(! +   + 2) | M |+ ( ! + 1) | Q | %

1

2
( ! +   + 2) ( 2 | M | + | Q | ),

即 2 | M | + | Q | & 2! m
2 +   + ! 

, 从而

� m (G ) = m - (2 | M |+ | Q | ) %

2 +   - ! 
2 +   + ! 

m. 证毕

推论 1� 对具有 m条边的 r度边正则图 G,有

� 
m

(G ) % m

r + 1
.

推论 2� 对于图 G∗ = Cn � K 2, n% 3, 有 � m (G∗) = 0,

其中图 Cn � K 2是在圈 Cn的每个顶点上连接一个 K 2所得到

的图. 图 1为 C
4
� K

2
.

图 1� 图 C4 � K 2

Fig. 1 Graph C4 � K 2

证明 � 由于 G∗的最大边度和最小边度分别为 4和 2,

且仅有这两种边度, 因此由定理 2可知

� m (G∗) % 0.

C4 � K 2的减边控制函数如图 2所示, 下面给出定义在

图 G∗上的一个减边控制函数 f如下:

图 2� 图 C4 � K 2的减边控制函数

Fig. 2 Them inus edge dom inat ion func tion of

graph C
4
� K

2

f ( e) =
+ 1, e ! G∗, d ( e) = 4,

- 1, e ! G∗, d ( e) = 2.

验证可知,

∃
e! E (G 0)

f ( e) = 0,

从而 � 
m (G∗) & 0. 于是综上可知 � m (G∗) = 0. 证毕
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