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SL (3 , 11)的 Cartan不变量矩阵
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摘 　要 :确定出 A2 型有限群 G (1) = SL (3, 11)的 Cartan不变量矩阵 C = ( c
(1)
λμ )λ,μ∈X1 ( T) ,利用 MATLAB软件

计算 C的行列式的值是 1112 ,与 B rauer理论所指出的结果一致 1
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The Cartan Invar ian t M a tr ix of SL (3 , 11)
HU Y u2wang3 , J I NG L i

(College ofMathematics and Information Science, Xinyang Normal University, Xinyang 464000, China)

Abstract: The Cartan invariantmatrix C = ( c
(1)
λμ )λ,μ∈X1 ( T) of the finite group G (1) = SL (3, 11) of type A2 is deter2

m ined, and detC = 1112 is given by MATLAB soft.
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0　引言和准备

设 G是特征数 p > 0的代数闭域 K上 Am 型单

连通半单代数群 , T是 G的极大环面 , X ( T) 是 G关

于 T的权格 , X ( T) + 是相应的支配权集 1对每个λ

∈ X ( T) + , V (λ) 是首权λ的 W eyl模 ,它有唯一的

不可约商模 L (λ) 1设 G ( n) 是 p
n 个元素的有限域

F pn 上与 G同型的李型有限群 1限制支配权集

Xn ( T) 是不可约 G ( n) 2模 Ln (λ) 的同构类的指标

集 ,也是主不可分解 G ( n) 2模 Un (λ) 的同构类的

指标 集 1G ( n) 的 Cartan 不 变 量 c
( n)
λμ (λ,μ ∈

Xn ( T) ) 就是不可约 G ( n) 2模 Ln ( u) 作为射影不可

分解 G ( n) 2模 Un (λ) 的合成因子出现的重数 ,即

c
( n)
λμ = [Un (λ) :Ln (μ) ]G ( n) 将 Xn (T)中的权按一定顺

序排列后 ,矩阵 C = (c
( n)
λμ )λ,μ∈X n ( T) 是一个 | Xn (T) |阶

对称矩阵 ,叫做 G (n) 的 Cartan不变量矩阵 1
设 Gn = KerF

n
, 其中 F

n 是 G 的第 n 次

Frobenius态射 1Xn ( T) 也是不可约 Gn T2模 L̂n (λ)

的同构类的指标集 , L̂n (λ) 的射影覆盖为 Q̂n (λ) 1
对λ∈Xn ( T) ,不可约 G2模 L (λ)作为 Gn T2模也是

不可约的 ,并且同构于 L̂n (λ) 1同时 ,不可约 G2模
L (λ) 限制到 G ( n) 上是不可约的 , 并且同构于

Ln (λ) 1
人们为计算 Am 型有限群的 Cartan不变量矩阵

C做了大量工作 1文献 [ 1 ]计算了 PSL (2, p) 的 C;

文献 [ 224 ] 分别计算了 p = 2 和 p是奇素数时

SL (3, p
n ) 的 C;文献 [ 5 ]计算了 PSL (3, q) ( q = 2,

2
2
, 2

3
, 3, 3

2
, 5, 7) 和 PSU (3, q) ( q = 2, 2

2
, 2

3
, 3, 5,

7) 的 C;文献 [ 627 ]分别计算了 SL (3, p) 当 p = 3,

5和 p = 7的 C;文献 [ 8 ]计算了 SL (3, 2n )和 SU (3,

2
n ) 的 C的部分值 ;文献 [ 9210 ]分别计算了 SU (3,

2
2 ) 和 SU (3, 5) 的 C; 文献 [ 11213 ] 各自计算了

SL (4, 2) , SL (4, 2
2 ) , SL (5, 2) 的 C1

本文将计算 A2型有限群 G (1) = SL (3, 11) 的

C1以下设 n = 1, p = 11.α1 ,α2 是 A2 型根系的单

根 ;ω1 ,ω2 是基本支配权 1对λ = rω1 + sω2 , r, s ∈

Z,简记为λ = ( r, s) . 于是ρ = (1, 1) , 支配权集

X ( T) + = { ( r, s) ∈X ( T) | r, s≥0} ,限制支配权集

X1 ( T) = { ( r, s) ∈X ( T) + | r, s < 11}分为最高权
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(10, 10) ,室内权 (2个室内各有 45个权 ) 和墙上权

(3个墙上各有 10个权 ) ,分布见图 11

图 1　A2 型 X1 ( T) 的分布

F ig. 1　D istr ibution of X1 ( T) for type A2

G的基本群的阶是 3,故 d = (11 - 1, 3) = 1.

于是 G (1) 的所有 Cartan不变量形成 11
2

= 121阶

对称矩阵 ,分成 2块 :亏数为 0的 1块是 1阶矩阵 ,亏

数为 3的 1块是 120阶对称矩阵 1

1　V (λ) (λ∈X ( T) + ) 的 G2合成因子

2个室分别为 :顶室 C2 = { ( r, s) ∈ X1 ( T) | r

+ s > 9, 0 < r, s < 10} ;底室 C1 = { ( r, s) ∈X1 ( T)

| r + s < 9, 0 ≤ r, s < 10} 1
3个墙分别为 : 1室上闭包 Hα0, 11 = { ( r, s) ∈

X1 ( T) | r + s = 9, r, s ≥0} ; 2室左上闭包 Hα2, 11 =

{ ( r, 10) ∈ X1 ( T) | 0 ≤ r < 10} ; 2室右上闭包

Hα1, 11 = { (10, s) ∈ X1 ( T) | 0 ≤ s < 10}.

文献 [ 7 ]中的定理 3给出了 A2 型主不可分解

G1 T2模 Q̂1 (λ) (λ∈ X1 ( T) ) ) 的以 W eyl模为商模

的 G2模滤过 1支配房的壁和反射超平面 Hα1, 11n ,

Hα2, 11n , Hα0, 11n ( n ≥ 0) 构成全等的等边三角形 , 三

角形的内部称为室 ,除支配房的壁外的边称为墙 1
所有的室只有 2种类型 ,称为 1型室和 2型室 ,它们

都是 C1和 C2的平移 1所有墙只有 3种类型 ,称为 1

型室上闭包 , 2型室左上闭包 , 2型室右上闭包 ,它

们都是 Hα0, 11 , Hα2, 11 , Hα1, 11 的平移 1当λ∈ X1 ( T)

时 , Q̂1 (λ) 的 W eyl模滤过中作为商模出现的 W eyl

模的首权所在的室最多涉及到 10个 ,我们将这 10

个室按照从低到高的顺序依次编号为 1, 2, 3, 4, 5,

6, 7, 8, 9, 10,则有图 21

图 2　A2 型支配房内 10个室分布图

F ig. 2　10 a lcoves in dom inan t cham ber for type A2

为方便起见 ,以下用正整数 k表示 k室内的权 ,

用 k表示 1型室的上闭包或 2型室的左上闭包上的

权 ,用 �k表示 2型室的右上闭包上的权 , ∴
G

(或 ∴
G ( 1)

)

表示两边有相同的 G (或 G (1) ) 2合成因子 ,则有

命题 1　λ∈X1 ( T) 时 , Q
^

1 (λ) 的 W eyl模滤过

商如下 :

Q
^

1 (1) ∴
G

V (1) © V (2) © V (5) © V (6) ©

V (7) © V (8) © V (9) © V (10) , Q
^

1 (1) ∴
G

V (1) ©

V (6) © V (8) © V (9) ; Q
^

1 (2) ∴
G

V (2) © V (3) ©

V (4) © V (5) © V (7) © V (8) , Q
^

1 (2) ∴
G

V (2) ©

V (5) © V (7) , Q
^

1 (2) ∴
G

V (2) © V (5) © V (7) .

Jantzen在 [ 14 ]中给出了 V (λ) (λ∈X ( T) + )

的 G2合成因子 (即 V (λ) 的 G2模滤过中作为商模

出现的不可约 G2模 ) 的分解模式 ,由于 Q
^

1 (λ) ,λ

∈X1 ( T) 的 W eyl模滤过中只涉及到 10个室 ,我们

也只考虑这 10个室内以及相应的墙上的 W eyl模

的 G2合成因子的分解式 ,从而有

命题 2　V (1) ∴
G

L (1) , V (1) ∴
G

L (1) ;

V (2) ∴
G

L (1) © L (2) , V (2) ∴
G

L (2) , V (2) ∴
G

L (2) ;

V (3) ∴
G

L (2) © L (3) , V (3) ∴
G

L (3) © L (2) ;

V (4) ∴
G

L (2) © L (4) , V (4) ∴
G

L (4) © L (2) ;

V (5) ∴
G

L (1) © L (2) © L (3) © L (4) © L (5) ,

V (5) ∴
G

L (2) © L (4) © L (5) , V ( 5) ∴
G

L ( 1)

© L (5) ;

V (6) ∴
G

L (1) © L (5) © L (6) , V (6) ∴
G

L (5) ©
L (6) ;

V (7) ∴
G

L (1) © L (2) © L (3) © L (4) © L (7) ,

V (7) ∴
G

L (1) © L (7) , V ( 7) ∴
G

L (2) © L (3)

© L (7) ;

V (8) ∴
G

L (1) © L (2) © L (3) © L (4) © L (5) ©
L (7) © L (8) , V (8) ∴

G
L (1) © L (5) © L (7)

© L (8) ;

V (9) ∴
G

L (1) © L (7) © L (9) , V (9) ∴
G

V (9) ©
L (7) ;

V (10) ∴
G

L (1) © L (3) © L (4) © L (5) © L (6) ©
L (7) © L (8) © L (9) © L (10) ,

V ( 10) ∴
G

L (3) © L ( 7) © L (9) © L ( 10) ,

L (10) ∴
G

L (5) © L (6) © L (10) 1

2　Q
^

1 (λ) (λ∈ X1 ( T) ) 的 G ( 1) 2合
成因子

由命题 1和命题 2,我们可得到λ∈X1 ( T) 时

Q
^

1 (λ) 的 G2合成因子分解模式 ,即有

命题 3　λ∈X1 ( T) 时 Q
^

1 (λ) 的 G2合成因子

2
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分解模式为

Q
^

1 (1) ∴
G

8L (1) © 4L (2) © 4L (3) © 4L (4) ©
4L (5) © 2L (6) © 4L (7) © 2L (8) © 2L (9) ©
L (10) ;

Q
^

1 (2) ∴
G

4L (1) © 6L (2) © 4L (3) © 4L (4) ©
2L (5) © 2L (7) © L (8) ;

Q
^

1 (1) ∴
G

2L (1) © L (5) © L ( 5) © L (6) ©

L (7) © L (7) © L (8) © L (9) ;

Q
^

1 (2) ∴
G

L (1) © L (2) © L ( 2) © L (4) ©
L (5) © L (7) ;

Q
^

1 (2) ∴
G

L (1) © L (2) © L ( 2) © L (3) ©

L (5) © L (7) 1
由 Steinberg张量积定理 ,我们得到

命题 4　对λ∈X1 ( T) , Q
^

1 (λ) 的 G2合成因子

都形如 L (λ0 ) ª L ( v) [ 1 ]
,λ0 ∈ X1 ( T) , 其中 v ∈

{ (0, 0) , (1, 0) , (0, 1) , (2, 0) , (1, 1, ) , (3, 0) ,

(0, 2) } = X.

设λ,μ ∈ X, 文献 [ 15 ] 给出了 A2 型部分

mλ (μ) 的值 1于是 ,对λ∈X1 ( T) ,λ′∈ X ,由 [ 7 ]

中的引理 4以及上面的命题 2可以得出 V (λ) ©
V (λ′) 的 G2合成因子分解 1由于当λ∈ X1 ( T) -

C2 时 , V (λ) ∴
G

L (λ) , 而 对 λ′∈ X, 有

V (λ′) ∴
G

L (λ′) ,从而有 L (λ) ª L (λ′) ∴
G

V (λ) ª
V (λ′) ,得到 L (λ) ª L (λ′) 的 G2合成因子 1当λ

∈C2时 , V (λ) ∴
G

L (λ) © L (λ0 ) ,其中λ0 是 1室内

与λ连结的权 1于是 L (λ) ª L (λ′) ∴
G

V (λ) ª
V (λ′) - L (λ0 ) ª L (λ′) = V (λ) ª V (λ′) -

V (λ0 ) ª V (λ′) ,也得到 L (λ) ª L (λ′) 的 G2合成

因子 1
设 L (λ0 ) ª L ( v) [ 1 ] (λ0 ∈ X1 ( T) , v ∈ X ) 是

Q
^

1 (λ) (λ∈ X1 ( T) ) 的任一个 G2合成因子 ,作为

G (1) 2模有 L (λ0 ) ª L ( v) [ 1 ] µ
G ( 1)

L (λ0 ) ª L ( v) . 设

L (μ) 是 L (λ0 ) ª L ( v) 的一个 G2合成因子 ,如果μ

∈ X1 ( T) ,那么有 L (μ) = L1 (μ) . 如果μ　X1 ( T) ,

那么μ =μ0 + 11μ1 ,其中μ0 ∈X1 ( T) ,μ1 ∈ X,从

而 L (μ) = L (μ0 ) ª L (μ1 ) [ 1 ] µ
G ( 1)

L (μ0 ) ª L (μ1 ) ,

重复前面的过程有限次 ,可以得到 L (λ0 ) ª L ( v)

的全部 G (1) 2合成因子 ,最终得到λ∈ X1 ( T) 时

Q
^

1 (λ) 的全部 G (1) 2合成因子 L1 (μ) ,μ∈X1 ( T) 1

3　Q
^

1 (λ) (λ∈X1 ( T) ) 的 U1 (μ) 2分解

当λ∈X1 ( T) 时 , G1 T2模 Q
^

1 (λ) 限制到 G (1)

上是射影 G (1) 2模 , 从而可分解为主不可分解

G (1) 2模 U1 (μ) 的直和 , Chastkofsky在文献 [ 16 ]

中 给 出 了 分 解 公 式 [Q
^

1 (λ) : U1 (μ) ]G ( 1) =

∑
v∈X ( T) +

[L (μ) ª L ( v) : L (11v +λ) ]G. 经过具体复

杂的计算 ,我们得到

命题 5　λ∈ X1 ( T) 时 Q
^

1 (λ) 的 U1 (μ) 分解

式如下 :

Q
^

1 (0, 0) ∴
G (1)

U1 (0, 0) © U1 (10, 0) © U1 (0, 10) ©

U1 (10, 10) ; Q
^

1 ( r, s) ∴
G (1)

U1 ( r, s) (0 < r, s≤10, rs≠0) ;

Q
^

1 ( r, 0) ∴
G (1)

U1 ( r, 10) © U1 ( r, 0) (0 < r ≤ 10) ; Q
^

1 (0,

s) ∴
G (1)

U1 (10, s) © U1 (0, s) (0 < s ≤10).

4　结果

将 X1 ( T) 中的 121个权按如下规则进行排序 :

( i, i) (0 ≤ i ≤ 9) ; ( i, j) , ( j, i) (0 ≤ i ≤ 9, i + 1 ≤

j ≤ 10) ; (10, 10) , 则有 C =
A 0

0 1
, 其中 A =

(A ij ) 3×3 是分块对称矩阵 , A ij (1 ≤ i≤ j≤3) 见后 1
利用 MATLAB数学软件计算得到 detC = de tA =

1112
,正如 B rauer所指出的 1
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