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细菌模型的有限元方法及数值分析
任宗修1,任卫银2

(11河南师范大学 数学系,河南 新乡 453002; 21平原大学,河南 新乡 453002)

摘　要: 对一个描述细菌传染的反应——扩散方程组的初、边值问题构造了半离散和全离散有限元格式,

并进行了数值分析,得到了相应误差估计 1
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0　引言

细菌在空间传播直接影响着人民群众的身体

健康和生命安全,掌握细菌的传播规律,可以有效

制止细菌的传播,对人民的身体健康提供有力的保

障 1因此, 研究细菌模型问题一直受到人们的关

注,文献[1 ]研究了细菌传染的反应——扩散方程

组解的存在惟一性,本文讨论求解这类方程组的有

限元方法 1
我们考虑如下的细菌在空间传播问题:

u t= d 1∃u- a11u+ a12v , (x , t)∈8×J (1)

v t= d 2∃v - a22v + g (u ) , (x , t)∈8×J (2)

u= v = 0, (x , t)∈58×J (3)

u (x , 0) = u 0 (x ) , v (x , 0) = v 0 (x ) , x∈8 (4)

其中, 8 < R
d (d≤3)是具有光滑边界的有界区域; J

= (0, T ], T > 0; a11、a12、a22皆为正常数; u 表示细

菌的空间密度; v 表示被传染的人口密度; d 1、d 2>

0为扩散系数; a11u 表示细菌的自然死亡率; a12v 表

示传染病人口对细菌增加的贡献; a22v 表示染病人

口潜伏期所产生的阻尼项; g (u )表示在传染病流

行中,当易受传染人口总数不变情况下的人口传染

率,且满足L ipch itz条件 1
设‖·‖s, p表示通常意义下 s阶 Sobo lev空间

W
s, p (8 ) 的范数, H

s ( 8 ) = W
s, 2 (8 ) , ‖·‖s =

‖·‖s, 2、L
∞
(0, T ; H s (8 ) ) 中 元 素 的 范 数 定 义 为

‖·‖L∞ (0, T ; H s (8 ) ) = sup
0≤t≤T
‖·‖s1

将 8 作正规三面体剖分得 8 h ,记 e为 8 h 中的

单元, h 为所有单元中最大的直径, 对 r≥1, 令 S h

= {Υ∈H ′0 (8 ) ; Υû e 为 r次多项式, Π e∈8 h}.

文中 C 为正的常数, 在不同的地方代表不同

的值 1

1　半离散有限元格式

问题 (1)～ (4)的半离散有限元格式为: 求

(U ( t) ,V ( t) )∈S h×S h ,使得:

(U t, Υ) + d 1 (¨U , ¨ Υ) = a12 (V , Υ) - a11 (U , Υ) , (5)

(V t, Υ) + d 2 (¨V , ¨ Υ) = (g (U ) , Υ) - a22 (V , Υ) ,

　　　　　　　Π Υ∈S n (6)

为进行误差分析,引入辅助问题: 求 uζ、vζ∈S h ,

使满足: (¨ (u - uζ) , ¨ Υ) = 0, (¨ (v - vζ) , ¨ Υ) = 0,

Π Υ∈S h.

设 Γ= u - uζ, Ν= U - uζ, Θ= v - vζ, Η= V - vζ, 则

由椭园型方程的有限元理论知,对 s= Γ, Θ,

‖s‖L 2 (0, T ; L 2) + ‖st‖L 2 (0, T ; L 2) +

　　h{‖s‖L 2 (0, T ; H 1) + ‖st‖L 2 (0, T ; H 1) }≤

　　Ch
r+ 1{‖Κ‖L 2 (0, T ; H r+ 1) +

　　‖Κt‖L 2 (0, T ; H r+ 1) }, Κ= u , v (7)

由 (1)和 (5)及 (2)和 (6)易得

(Νt, Υ) + d 1 (¨ Ν, ¨ Υ) =

　　a12 (Η+ Θ, Υ) - a11 (Γ+ Ν, Υ) - (Γt, Υ) , Π Υ∈S h (8)

(Ηt, Υ) + d 2 (¨ Η, ¨ Υ) =

　　 (g (u ) - g (U ) , Υ) - a22 (Θ+ Η, Υ) - (Θt, Υ) , Π Υ∈S h

(9)
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　　在 (8)中,取 Υ= Ν,可得

1
2

d
d t
‖Ν‖2+ d 1‖¨ Ν‖2≤

　　C (‖Γ‖2+ ‖Ν‖2+ ‖Θ‖2+ ‖Η‖2+ ‖Γt‖2)

(10)

在 (9)中,取 Υ= Η,利用 g (u )满足L ip 条件,我

们不难得到

1
2

d
d t
‖Η‖2+ d 2‖¨ Η‖2≤

　　C (‖Γ‖2+ ‖Ν‖2+ ‖Θ‖2+ ‖Η‖2+ ‖Θt‖2)

(11)

由 (7)、(10)、(11)可得

d
d t

(‖Ν‖2+ ‖Η‖2) +

　　d (‖¨ Ν‖2+ ‖¨ Η‖2)≤

　　C (h
2r+ 2+ ‖Ν‖2+ ‖Η‖2).

由 Gronw all不等式得

‖Ν‖2+ ‖Η‖2≤

　　‖Ν(0)‖2+ ‖Η(0)‖2+ Ch
2r+ 2 (12)

选取初值U (0)、V (0)满足

(¨ (U (0) - u 0 (x ) ) , ¨ Υ) = 0,

(¨ (V (0) - v 0 (x ) ) , ¨ Υ) = 0,

则 Ν(0) = Η(0) = 01由三角不等式和 (7)、(12)得:

定理 1　设 u、v 是 (1)～ (4)的解, 满足 u、v、

u t、v t∈L
∞ (0, T ; H

r+ 1) , U、V 是 (5)～ (6)的解, 则

存在与 t和 h 均无关的常数C ,使得

‖u (x , t) - U (x , t)‖+

　　‖v (x , t) - V (x , t)‖≤Ch
r+ 11

2　全离散有限元格式

将区间[0, T ]分成M 等分, 0= t0< t1< ⋯< tM

= T ,记 tn = n∃ t, ∃ t= tn - tn- 1, u
n = u (x , tn ) , 5tu

n =

1
2∃ t

(u
n+ 1- u

n- 1) , u
n= (u

n+ 1+ u
n- 1) ö21

对问题 (1)～ (4)构造如下的全离散有限元格

式:求 (U n ,V
n)∈S h×S h ,使得

(5tU
n , Υ) + d 1 (¨U

n , ¨ Υ) =

　　a12 (V n , Υ) - a11 (U n , Υ) , (13)

(5tV
n , Υ) + d 2 (¨V

n , ¨ Υ) =

　　 (g (U n) , Υ) - a22 (V n , Υ) , Π Υ∈S h , (14)

在 t= tn 处, (1)和 (2)可写成:

(5tu
n, Υ) + d 1 (¨ u

n , ¨ Υ) =

　　a12 (v
n , Υ) - a11 (u

n , Υ) +

　　 (5tu
n-

5un

5t
, Υ) + d 1 (¨ u

n- ¨ u
n , ¨ Υ) ,

(15)

(5tv
n , Υ) + d 2 (¨ v

n , ¨ Υ) =

　　 (g (u
n) , Υ) - a22 (v

n , Υ) +

　　 (5tv
n- v

n
t , Υ) + d 2 (¨ v

n- ¨ v
n , ¨ Υ) , (16)

(13)与 (15)、(14)与 (16)分别相减可得:

(5tΝn , Υ) + d 1 (¨ Νn , ¨ Υ) =

　　a12 (Θn+ Ηn, Υ) + a12 (v
n- v

n , Υ) -

　　a11 (Γn+ Νn , Υ) - (5tΓn , Υ) -

　　a11 (u
n- u

n , Υ) + d 1 (¨ u
n- ¨ u

n , ¨ Υ) +

　　 (5tu
n- u

n
t , Υ) , (17)

(5tΗn, Υ) + d 2 (¨ Ηn, ¨ Υ) =

　　 (g (u
n) - g (U n) , Υ) - a22 (Θn+ Ηn , Υ) +

　　 (5tv
n- v

n
t , Υ) - a22 (v

n- v
n , Υ) -

　　 (5tΘn , Υ) + d 2 (¨ v
n- ¨ v

n , ¨ Υ) (18)

在 (17)中,取 Υ= Νn ,由于

(5tΝn , Νn) =
1

4∃ t
(‖Νn+ 1‖2- ‖Νn- 1‖2) ,

d 1 (¨ Νn , ¨ Νn) = d 1‖¨ Νn‖2,

a12 (Θn+ Ηn , Νn)≤C (‖Θn‖2+ ‖Η‖2+

　　‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2) ,

a12 (v
n- v

n , Νn)≤a12ö2 (‖v
n- v

n‖2+

　　‖Νn‖2)≤C (∃ t
4+ ‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2) ,

a11 (Γn+ Νn , Νn)≤C (‖Γn‖2+ ‖Νn‖2+

　　‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2) ,

(5tΓn , Νn)≤C (‖Γt‖2+ ‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2) ,

a11 (u
n- u

n , Νn)≤

　　C (∃ t
4+ ‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2) ,

(5tu
n- u

n
t , Νn)≤

　　C (∃ t
4+ ‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2) 1

利用 Ε2不等式: ab≤Εa
2+

1
4Εb

2 可得:

d 1 (∃u
n- ¨ u

n , ¨ Νn)≤

　　Εd 1‖¨ Νn‖2+
d 1

4Ε‖¨ u
n- ¨ u

n‖2≤

　　Εd 1‖¨ Νn‖2+ C∃ t
4,

将上述估计结果代入 (17) ,由 (7)可得:

1
4∃ t

(‖Νn+ 1‖2- ‖Νn- 1‖2) +

　　 (1- Ε) d 1‖¨ Νn‖2≤

　　C (∃ t
4+ h

2r+ 2+ ‖Νn‖2+ ‖Ηn‖2+

　　‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2) 1

取 Ε=
1
2

,上式两端同乘 4∃ t,关于 n 从 1 到M - 1
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求和,得:

‖ΝM‖2+ ‖ΝM - 1‖2- ‖Ν1‖2- ‖Ν0‖2+

　　2d 1∃ t∑
M - 1

n= 1
‖¨ Νn‖2≤

　　C∃ t∑
M

n= 0
(∃ t

4+ h
2r+ 2+ ‖Νn‖2+ ‖Ηn‖2) , (19)

在 (18)中,取 Υ= Ηn ,由 g (u )是满足L ip 条件,我们

可有:

(g (u
n) - g (U n) , Ηn)≤

　　 1
2

(‖g (u
n) - g (U n)‖2+ ‖Ηn‖2)≤

　　 1
2

(L 2 (‖u
n- u

n‖2+

　　‖u
n- U

n‖2) + ‖Ηn‖2)≤

　　C (∃ t
4+ ‖Γn+ 1‖2+ ‖Γn- 1‖2+

　　‖Νn+ 1‖2+ ‖Νn- 1‖2+

　　‖Ηn+ 1‖2+ ‖Ηn- 1‖2) 1
(18)中其他各项,完全类似推导 (19)的分析估

计,我们类似可得:

‖ΗM‖2+ ‖ΗM - 1‖2- ‖Η1‖2- ‖Η0‖2+

　　2∃ td 2∑
M - 1

n= 1
‖¨ Ηn‖2≤

　　C∃ t∑
M

n= 0
(∃ t

4+ h
2r+ 2+ ‖Νn‖2+ ‖Ηn‖2)

(20)

由 (19)和 (20)可得

‖ΝM‖2+ ‖ΗM‖2≤

　　‖Η0‖2+ ‖Η1‖2+ ‖Ν0‖2+

　　‖Ν1‖2+ C∃ t∑
M

n= 0
(∃ t

4+ h
2r+ 2+

　　‖Νn‖2+ ‖Ηn‖2) , (21)

选取 ∃ t使C∃ t< 1,由 Gronw all不等式得:

‖ΝM‖2+ ‖ΗM‖2≤

　　C (‖Η0‖2+ ‖Η1‖2+ ‖Ν0‖2+

　　‖Ν1‖2+ ∃ t
4+ h

2r+ 2, (22)

适当选取初值,使

‖Η0‖2+ ‖Η1‖2+ ‖Ν0‖2+

　　‖Ν1‖2≤C (∃ t
4+ h

2r+ 2) ,

由三角不等式和 (7)、(22)可得收敛性定理:

定理 2　设 u、v 是 (1)～ (4)的解, u、v、u t, v t∈

L
∞
(0, T ; H r+ 1) , u tt, v tt∈L

∞
(0, T ; H 1) ,U

n、V n 是 (13)～ (14)的

解,则存在与 ∃ t、h 均无关的常数C ,使得:

‖u (x , n∃ t) - U
n (x )‖+

　　‖v (x , n∃ t) - V
n (x )‖≤

　　C (∃ t
2+ h

r+ 1) , Π n∃ t≤T.
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F in ite elem en t m ethod for bacter ia l m odel and its num er ica l ana lys is
REN Zong-x iu1, REN W e i-y in 2

(1. D epartm en t of M athem atics, H enan N o rm al U n iversity, X inx iang 453002, Ch ina;

2. P ingyuan U niversity, X inx iang 453002, Ch ina)

Abstract: F in ite elem en t m ethod is con sidered fo r a system of react ion2diffu sion equat ion s of bacteria l in2
fect ion w ith in it ia l and boundary condit ion s, the sem id iscrete and fu lly d iscrete fin ite elem en t schem es are

con structed and the num erica l ana lysis is done. T he rela t ive erro r est im ates are ob ta ined.
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