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量子力学中的升降算符
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摘　要: 集中研究了量子力学中的升降算符 1对坐标、动量、角动量等力学量,运用升降算符求解其本征问

题 1对谐振子、氢原子体系,运用升降算符求解其能量本征值和本征函数 1
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　　量子力学中,运用升降算符可以很方便地研究

算符的本征问题,简化数学计算,突出物理图象 1

1　坐标与动量的升降算符

为简单起见,讨论一维情况 1坐标和动量算符
满足对易关系

　　　　　　[xδ, pδ ]= i∂ (1)

设坐标算符的本征值为 x ,对应的本征矢量为ûx〉,

有

　　　　　　xδûx〉= x ûx〉 (2)

用动量算符 pδ构造一个幺正算符Qδ+ (Ν)

　　　　　　Qδ+ (Ν) = e
- i

∂ Νpδ (3)

(3)式中 Ν是一个实数 1Q
δ+ (Ν)是幺正的,其伴算符

为

　　　　　　Q
δ (Ν) = e

i
∂ Νpδ (4)

Qδ+ (Ν)与 xδ对易关系是

　[xδ,Qδ+ (Ν) ]= i∂
5

5p
δQδ+ (Ν) = ΝQδ+ (Ν) (5)

即

　　x
δ
Q
δ+ (Ν) = Q

δ+ (Ν) x
δ+ ΝQδ+ (Ν) (5′)

将 (5′)式作用到ûx〉上,得

　xδQδ+ (Ν) ûx〉= (x + Ν)Qδ+ (Ν) ûx〉 (6)

(6)式表明,若ûx〉是算符 xδ的本征矢量,则Qδ+ (Ν) û

x〉也是其本征矢,对应的本征值为 x + Ν,由于 Ν是
任意实数, 就可以得出结论: 坐标算符 x

δ的本征值
可取一切实数,组成连续谱 1Qδ+ (Ν)为作用于坐标本

征矢量上的上升算符,即

　　　　Q
δ+ (Ν) ûx〉= ûx + Ν〉 (7)

将Q
δ (Ν)作用于û x〉, 由于Q

δ (Ν) = Q
δ+ (- Ν) , 可

得

　　　　Qδ (Ν) ûx〉= ûx - Ν〉 (8)

显然,算符Qδ (Ν)是右矢û x〉的下降算符 1有了Qδ+

(Ν)和Q
δ (Ν) ,就可以从任何一个本征矢出发,求出 x

δ

的全部本征矢量{ûx〉}1
对于动量算符 pδ也可以作类似的讨论 1 设 pδ

的本征值为 p ,对应的本征矢为ûp〉,其本征方程为

　　　　pδûp〉= p ûp〉 (9)

令 Π为任意实数,引入升算符

　　　　　T
δ+ (Π) = e

i
∂ Πxδ (10)

其伴算符为

　　　　　Tδ (Π) = e
- i

∂ Πxδ (11)

pδ与 Tδ+ (Π)的对易关系为

[p
δ, T

δ+ (Π) ]= - i∂
5

5xδT
δ+ (Π) = ΠT

δ+ (Π) (12)

将 (12)式作用于ûp〉,得

　pδTδ+ (Π) ûp〉= (p + Π) Tδ+ (Π) ûp〉 (13)

(13)式表明, Tδ+ (Π) û p〉也是 pδ的本征矢,本征值为

p + Π,由于 Π为任意实数,说明 pδ的本征值可取任
何实数,构成连续谱 1
　　　　T

δ+ (Π) ûp〉= ûp + Π〉 (14)

利用 Tδ (Π) = Tδ+ (- Π) ,可得

　　　　Tδ (Π) ûp〉= ûp - Π〉 (15)

Tδ (Π)是动量 pδ的下降算符 1有了 Tδ+ (Π)和 Tδ (Π) ,

就可以从任何一个本征矢ûp〉出发,求出 p
δ的全部
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本征矢量{ûp〉}1

2　角动量的升降算符

一般角动量算符J
_̂
是矢量 1 它的 3 个分量为

Jδx、Jδy、Jδz;其平方算符为 Jδ2= Jδ2
x + Jδ2

y + Jδ2
z ,显然有

[Jδ2, Jδi ]= 0　 ( i= x , y , z 或 1, 2, 3) (16)

由于角动量的 3个分量不对易,所以一般研究 Jδ2 和

任何一个分量 (如 J
δ

3= J
δ

z )的本征问题 1J
δ2、Jδz 有共

同本征矢量组,记为ûΚm〉,设 J
δ2 的本征值为 Κ∂ 2, J

δ
z

的本征值为m ∂ ,有

　　　　Jδ2ûΚm〉= Κ∂2ûΚm〉 (17)

　　　　Jδz ûΚm〉= m ∂ ûΚm〉 (18)

为了求 Κ和m 的取值范围 1引入两个算符 J
δ

+

和 J
δ

- ,

　　　　Jδ±= Jδx±iJδy (19)

这两个算符不是厄米算符,因而它们不表示物理量,

但由 Jδi的厄米性,得

　　　　Jδ+
±= Jδº (20)

即二者互为伴算符 1它们与 J
δ2 和 J

δ
z 的对易关系是

　　　　[Jδ2, J
δ
± ]= 0 (21)

　　　　[Jδz , J
δ
± ]= ±∂J

δ
± (22)

用 (21)、(22)式作用于ûΚm〉得
　　Jδ2

Jδ±ûΚm〉= Κ∂ 2
Jδ±ûΚm〉 (23)

　　JδzJδ±ûΚm〉= (m±1) ∂Jδ±ûΚm〉 (24)

由此知J
δ
±ûΚm〉也是 J

δ2 和J
δ

z 的共同本征矢量, J
δ2 的

本征值不变而m 则增加或减少 1,即

　　Jδ±ûΚm〉= C±ûΚ,m±1〉 (25)

(25)式中C±是归一化常数 1Jδ+ 是量子数m 的上升

算符而 Jδ- 是m 的下降算符 1进一步可求出 Κ= j ( j

+ 1). 将 Κ改为 j ( j + 1) ,并将本征矢量量子数 Κ改
为 j ,则 J

δ2、Jδz 的本征方程成为

　　J
δ2û jm〉= j ( j + 1) ∂ 2û jm〉 (26a)

　　Jδz û jm〉= m ∂ û jm〉 (26b)

量子数 j ,m 的可取值为

　　
j = 0, 1ö2, 1, 3ö2, 2,⋯

m = - j , - j + 1,⋯j - 1, j
(27)

求出C±,升降算符对û jm〉的作用为

Jδ±û jm〉= ( j º m ) ( j±m + 1) ∂û j ,m±1〉 (28)

上述结论对所有角动量如轨道角动量、自旋角

动量等均成立 1下面研究轨道角动量L
_̂

= r
_
×p

_
, L

δ2

和Lδz 的共同本征矢为û lm〉,量子数m 的升降算符

是L
δ
±= L

δ
x± iL

δ
y. 现在利用方向算符N

_̂
来研究量子

数 l的升降算符 1

设 Fδ是使m 不变而 l 增加 1的上升算符, Gδ是
量子数 l的下降算符 1于是 F

δ、Gδ应满足
[Lδz , F

δ ]= 0, [Lδ2, F
δ ]= 2 ( l+ 1) ∂ 2

F
δ (29)

[Lδz , Gδ ]= 0, [Lδ2, Gδ ]= - 2l∂ 2
Gδ (30)

为了寻找满足 (29)、(30)式的 Fδ、Gδ, 引入方向算符

N
_̂

,它是一个矢量算符, 3个分量为N
δ

x、Nδ
y、Nδ

z ,

　　　　　N
_̂

= r
_̂

ör (31)

N
_̂
与Lδ2、Lδi 的对易关系为

　　[Lδi,Nδ
j ]= i∂∑

k
Εij kNδ

k (32)

　　[Lδ2,N
_̂

]= 2i∂ N
_̂
×L

_̂
+ 2∂ 2

N
_̂

(33)

此外还有

　　[Lδ2,N
_̂
×L

_̂
]= - 2i∂ N

_̂
L
δ2 (34)

若选

　　 F̂
_ ( l) =

i
∂ N

_̂
×L

_̂
+ ( l+ 1)N

_̂
(35)

　　 Ĝ
_ ( l) =

i
∂ N

_̂
×L

_̂
- l N

_̂
(36)

则F
_̂
、G

_̂
正好满足 (29)、(30)两式的第二式, F

δ
z , G

δ
z 正

好满足 (29)、(30)两式的第一式 1F
δ

z、Gδz 正是量子数

l的升、降算符 1
Fδz ( l) û lm〉

=
(2l+ 1) ( l+ m + 1) ( l- m + 1)

2l+ 3
û l+ 1,m〉

(37)

Gδz ( l) û lm〉

=
(2l+ 1) ( l+ m ) ( l- m )

2l- 1
û l- 1,m〉 (38)

有了Lδ+、Lδ- 、Fδz、Gδz ,就可以从Lδ2 和Lδz 的任何一个

本征矢出发,得出全部的本征矢量{û lm〉}.

3　谐振子哈密顿的升降算符

一维谐振子的哈密顿是

　　　H
δ =

1
2m

p
δ2+

1
2 m Ξ2

x
δ2 (39)

定义两个新算符

　　　aδ= (m Ξ
2∂

)
1
2 (xδ+

i
m Ξpδ) (40)

　　　a
δ+ = (m Ξ

2∂
)

1
2 (x

δ-
i

m Ξp
δ) (41)

aδ、aδ+ 互为伴算符 1它们的对易关系为
　　　　　　[aδ, aδ+ ]= 1 (42)

体系的哈密顿用 aδ、aδ+ 表示为

　　　　　H
δ = (a

δ+
a
δ+

1
2

) ∂Ξ (43)
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Hδ 与 aδ、aδ+ 的对易关系为

　[H
δ , a

δ]= - ∂Ξa
δ, [H

δ , a
δ+ ]= ∂Ξa

δ+ (44)

要求解H
δ 的本征问题,可先求 a

δ+
a
δ的本征值和本征

矢量 1a
δ+

a
δ为厄米算符,设它的本征值为 Κ,即

　　　　aδ+
aδûΚ〉= ΚûΚ〉 (45)

用〈Κû左乘上式,得

　　　　〈Κûaδ+
aδûΚ〉= ûaδûΚ〉û 2= Κ,

可见 Κ≥01
用 a

δ作用于 (45)式并利用 (42)式

　a
δ
a
δ+

a
δûΚ〉= (a

δ+
a
δ+ 1) a

δûΚ〉= Κa
δûΚ〉,

即

　aδ+
aδ(aδûΚ〉) = (Κ- 1) (aδûΚ) ,

由此可知, aδû Κ〉也是 aδ+
aδ的一个本征矢量, 本征值

为 Κ- 1,即

　　　　a
δûΚ〉= ΚûΚ- 1〉 (46)

(46)式表明, aδ是本征矢量的下降算符 1由于 Κ, Κ-

1, Κ- 2,⋯是本征值,为了不与 Κ≥0 相矛盾, Κ只能
是非负的整数 n1求出 aδ+

aδ的本征值就得到谐振子
的能量本征值谱

　　E n= (n+
1
2

) ∂Ξ, n= 0, 1, 2,⋯ (47)

用类似方法得到 aδ+ 对ûn〉的作用为

　　　　aδ+ ûn〉= n+ 1ûn+ 1〉 (48)

aδ+ 是本征矢量的上升算符 1
哈密顿Hδ 的本征矢量就是 aδ+

aδ的本征矢量,它

可由基态û0〉用上升算符 a
δ+ 表出

　　　　ûn〉=
1

n!
(aδ+ ) nû0〉 (49)

由上分析可知,用升降算符研究能量本征问题,比直

接求解 Sch rodinger方程要简单得多 1

4　氢原子哈密顿的升降算符

类氢原子的定态 Sch rodinger方程为

　　 (-
∂ 2

2m
¨ 2-

z e2
s

r
) 7 ( r

_
) = E 7 ( r

_
) (50)

其中, z 为核电荷数, es= eö(4ΠΕ0)
1
2 1用球坐标表示,

即为

-
∂ 2

2m
( 1

r2
5
5r

r
2 5

5r
-

Lδ2

∂ 2 r2 ) 7 ( r
_

)

= (E +
z e2

s

r
) 7 ( r

_
) (51)

分离变量,令

　　7 (r, Η, Υ) = R (r) Y lm (Η, Υ) (52)

式中 Y lm (Η, Υ)称球函数, 它是 L
δ2 的本征函数 1 将

(52)式代入 (51)式得径向方程

[
1
r2

d
d r

r
2 d

d r
+

2m E
∂ 2 +

2m z e2
s

∂ 2 r
+

l ( l+ 1)
r2 ]R (r) = 0

(53)

为了化简方程,令

n=
z e2

s

∂
m

2 (- E ) ,因而

　　　　　　E = -
z 2m e4

s

2∂ 2n2 (54)

　Θ=
2z
na0

r,其中 a0=
∂ 2

m e2
s

(玻尔半径) (55)

　　　　R (r) = ( 2z
na0

) 3ö2
R ne (Θ) (56)

径向方程变为

( d
dΘΘ2 d

dΘ-
1
4 Θ2+ nΘ)R nl (Θ) = l ( l+ 1)R nl (Θ)

(57)

将 (57)式分别改写成以下两种形式

[
d

dΘΘ2 d
dΘ- ( 1

2 Θ- n) 2- n ]R nl (Θ)

　　= [ l ( l+ 1) - n (n+ 1) ]R nl (Θ) ,

[
d

dΘΘ2 d
dΘ- ( 1

2 Θ- n) 2+ n ]R nl (Θ)

　　= [ l ( l+ 1) - n (n- 1) ]R nl (Θ) ,

再进一步写成

[ -
d

dΘΘ-
Θ
2

+ (n+ 1) ] [
d

dΘΘ

-
Θ
2

+ n ]R nl (Θ)

　　= (n- l) (n+ l+ 1)R nl (Θ) ,

[
d

dΘΘ-
Θ
2

+ (n- 1) ] [ -
d

dΘΘ

-
Θ
2

+ n ]R nl (Θ)

　　= (n+ l) (n- l- 1)R nl (Θ)

定义两个算符

　　　　Aδ+
n =

d
dΘΘ-

Θ
2

+ n (58)

　　　　A
δ-

n = -
d

dΘΘ-
Θ
2

+ n (59)

则 (58)、(59)式可以写成

Aδ-
n+ 1Aδ+

n R nl (Θ) = (n- l) (n+ l+ 1)R nl (Θ) (60)

Aδ+
n- 1Aδ-

n R nl (Θ) = (n+ l) (n- l- 1)R nl (Θ) (61)

(60)、(61)式是等价的,并同径向方程 (57)等价 1
用Aδ+

n 作用于 (60)式两边,得

Aδ+
n Aδ-

n+ 1 [Aδ+
n R nl (Θ) ]

= (n- l) (n+ l+ 1) [Aδ+
n R nl (Θ) ] (62)

比较 (61)、(62)两式知,A
δ+

n R nl (Θ)满足 (61)式中将 n

改为 n+ 1的方程,由此得

　　Aδ+
n R nl (Θ) = a

+
nlR n+ 1, l (Θ) (63)
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a
+
nl为归一化常数 1同样,用Aδ-

n 作用于 (61)式两边

Aδ-
n Aδ+

n- 1 [Aδ-
n R nl (Θ) ]

　　= (n+ l) (n- l- 1) [Aδ-
n R nl (Θ) ] (64)

(64)式与 (60)式比较,得

　　A
δ-

n R nl (Θ) = a
-
nl R n- 1, l (Θ) (65)

a
-
nl为归一化常数 1
从上面的讨论可知,Aδ+

n 和Aδ-
n 是量子数 n 的升

降算符, 将 Aδ±n 作用在 R nl ( Θ) 上, 可以得出

R n±1, l (Θ). 注意,Aδ+
n 和Aδ-

n 并无厄米共轭关系 1
经过计算,可得两个归一化常数为

　a
+
nl =

n+ 1
n

n (n+ 1) - l ( l+ 1) (66)

　a
-
nl =

n- 1
n

n (n- 1) - l ( l+ 1) (67)

利用下降算符A
δ-

n 可以确定 n 的取值 1首先,

从上面的讨论知, n 是相差为 1的一些数,暂不知是

否为整数 1其次,由于束缚态的能量肯定有一个下

限, 即基态能量 1如已知有一个 R nl (Θ)存在, 则用

Aδ-
n ,Aδ-

n- 1,Aδ-
n- 2,⋯,继续作用下去, n 值将不断减小,

为了不使 n 值一直减小下去,一定要存在中断现象,

即存在一个最小的 n ,使得

　　　　A
δ-

n R nl (Θ) = 0 (68)

为求 n ,用A
δ+

n- 1作用于 (68)式,并利用 (61)式,得

Aδ+
n- 1Aδ-

n R nl (Θ) = (n+ l) (n- l- 1)R nl (Θ)

= 0 (69)

由此可知最小的 n 是

　　　　n= l+ 1 (70)

即 n 是大于 l的一切整数 1可以写成

　　　　
n= 1, 2, 3,⋯

l= 0, 1, 2,⋯, (n- 1)
(71)

确定了 n ,就得到氢原子的能级公式为

　　E n= -
z 2m e4

s

2∂ 2n2 = -
m z 2e4

32Π2Ε2
0∂ 2·

1
n2 (72)

有了Aδ+
n 和Aδ-

n ,就可以从任何一个径向函数出发,

得出全部径向波函数R nl (r).
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The ra is ing and lower ing opera tor in Quan tum m echan ics

DA I Qi-run 1,W E I Shu-m in 2

(1. D ep t. of Phys. X inyang T eachers Co llege, X inyang 464000, Ch ina;

2. X inyang Fo restry Schoo l, X inyang 464000, Ch ina)

Abstract: T he ra ising and low ering opera to r is stud ied in Q uan tum M echan ics. By u sing ra ising and low er2
ing opera ters, one can so lve the eigenvalue quest ion of coo rd ina te, m om en tum and angu lar m om en tum , one

can also find the energy eigenvalue and eigenfunct ion of the linear harm on ic o scilla to r and hydrogen atom.

Key words: ra ising opera to r; low ering opera to r; eigenualue; eigenuecto r
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