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|A ( G) | = 2
4

p
2

q的有限交换群 G的构造
张全超 13 ,胡　明 2 ,胡余旺 3

(11武汉大学 东湖分校 高等数学教研室 ,湖北 武汉 430212;

21景德镇高等专科学校 数学与计算机系 ,江西 景德镇 333000;

3. 信阳师范学院 数学与信息科学学院 ,河南 信阳 464000)

摘 　要 :利用有限交换群 G的自同构群 A (G)的阶来刻划群 G的结构 ,证明了当 |A (G) | = 24 p2 q ( p, q是不

同的奇素数 )时 , G至多有 150型 1
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Abstract: The structures of Abelian group G was discussed by order of automorphism group A (G) and all types of

finite Abelian group G was obtained when the order of A (G) equals to 24
p

2
q ( p, q are different odd p rimes). The follow2

ing theorem is p roved: let G be finite Abelian group, if |A (G) | = 24
p

2
q ( p, q are different odd p rimes) , then G has at

most 150 types.
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0　引言及引理

群的构造与分类是群论的重要课题 1自从有

限单群分类问题解决之后 ,群论界越来越多的学者

对有限群的自同构群的研究产生了极大的兴趣 1
众所周知 ,自同构群 A ( G)由群 G所决定 1然而 ,

由 A (G)的阶确定 G的结构仍相当复杂 1文献 [ 1

- 4 ]表明 ,目前在这方面的研究相当活跃 1本文

继续上述文献的工作 ,运用群论的相关结构 ,结合

数论知识 ,采取枚举讨论的办法 ,解决了 |A (G) | =

2
4

p
2

q ( p, q是不同的奇素数 )的有限 Abelian群的

构造问题 1
引理 1

[ 5 ] 　有限交换群 G可唯一分解为其循

环西洛子群的直积 1
引理 2

[ 5 ] 　若群 G≅ Cn ,则 |A (G) | =φ( n) ;若

G为 p
n 阶交换群 ,则 p

n - 1 ( p - 1) | |A (G) |.

引理 3
[ 5 ] 　设 G = H ×K,则当 ( | H | , | K | ) = 1

时 , A (G) =A (H) ×A ( K).

引理 4
[ 6 ] 　设 G是 p

n 阶交换群 , G的型为

[m 1 , ⋯, m 1

s1

; m 2 , ⋯, m 2

s2

; ⋯; m t , ⋯, m t

s t

],

其中 m 1 >m 2 > ⋯ >m t , si > 0,则

|A (G) | = p
u ∏

t

i = 1
∏
s i

k = 1
( p

k
- 1) ,

其中

u = ∑
t

i, j = 1
si sjm ij - ∑

t

i = 1

si ( si + 1)

2
, m ij =mm ax{ i, j} .

1　主要结果及证明

下面定理的证明过程中 ,我们总假定 p1 , ⋯, pk

是互异的奇素数 1
定理 1　设群 G是有限交换群 , |A (G) | = 2

4
p

2
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q ( p, q为互异的奇素数 ) ,则 G最多有 150型 1
证明 　设 | G | = 2

α0 p
α1
1 p

α2
2 ⋯p

αk
k ,于是 G≅ S2 ×

Sp1
×Sp2

×⋯ ×Spk
, A ( G) ≅ A ( S2 ) ×A ( Sp1

) ×A

(Sp2
) ×⋯ ×A ( Spk

)且 | A ( G) | = | A ( S2 ) | · | A

(Sp1
) | · |A (Sp2

) |⋯ |A (Spk
) |. 由引理 2,对于每一

个奇素数 pi , 2 | |A (Sp i
) | | |A ( G) | ] 2

k
| |A ( G) | =

2
4

p
2

q,所以 k = 0, 1, 2, 3, 4.

(1) k = 0时 ,经计算 ,群 G不存在 1
(2) k = 1时 , | G | = 2

α0 p
α1
1 ,因为 2 | |A (Sp1

) | ,所

以α0 = 0, 1, 2, 3, 4.

当α0 = 0, 1时 , A ( S2 ) = 1,由 p1
α1 - 1 ( p1 - 1 ) |

2
4

p
2

q,知α1 = 1, 2, 3. 当α1 = 1时 , G≅ Cp1
, C2 ×Cp1

,

|A (G) | = p1 - 1 = 24
p

2
q] p1 = 24

p
2

q + 1,当 24
p

2
q +

1为素数时 ,有群 G1 ≅ C24p2q + 1 , G2 ≅ C2 ×C24p2q + 1 ;当

α1 = 2时 , Sp1
≅ Cp2

1
, Cp1

×Cp1
. 若 Sp1

≅ Cp2
1
,则 G ≅

Cp2
1
, C2 ×Cp2

1
, |A (G) | = p1 ( p1 - 1) = 24

p
2

q, ] p1 = q

= 24
p

2 + 1, 若 24
p

2 + 1 为素数 , 则有群 G3 ≅
C ( 24p2 + 1) 2 , G4 ≅ C2 ×C ( 24p2 + 1) 2. 若 Sp1

≅ Cp1
×Cp1

,经

计算群 G不存在 ;当α1 = 3时 , Sp1
≅ Cp3

1
, Cp2

1
×Cp1

,

Cp1
×Cp1

×Cp1
. 若 Sp1

≅ Cp3 ,则 G≅ Cp3
1
, C2 ×Cp3

1
, ] |

A (G) | = p
2
1 ( p1 - 1 ) = 2

4
p

2
q, ] p1 = p = 2

4
q + 1,若

2
4

q + 1 为素数 , 则有群 G5 ≅ C ( 24q + 1) 3 , G6 ≅ C2 ×

C ( 24q + 1) 3. 其他情况经计算群 G不存在 1
当α0 = 2时 , S2 ≅ C22 , C2 ×C2. 当α1 = 1时 , Sp1

≅ Cp1
. 若 S2 ≅ C22 ,则 G≅ C22 ×Cp1

, ] | A ( G) | = 2

( p1 - 1) = 2
4

p
2

q] p1 = 2
3

p
2

q + 1. 若 2
3

p
2

q + 1为素

数 ,则有群 G7 ≅ C22 ×C23p2q + 1. 若 S2 ≅ C2 ×C2 ,则 G

≅ C2 ×C2 ×Cp1
, ] | A ( G) | = 2·3· ( p1 - 1 ) =

2
4

p
2

q. ①若 q = 3, ] p1 = 2
3

p
2

+ 1,则当 2
3

p
2

+ 1为

素数时 ,有群 G8 ≅ C2 ×C2 ×C23p2 + 1. ②若 p = 3, ] p1

= 24q + 1,则当 24q + 1为素数时 ,有群 G9 ≅ C2 ×

C2 ×C24q + 1 ;当α1 = 2时 , Sp1
≅ Cp2

1
, Cp1

×Cp1
. 若 S2 ≅

C22 , ] ( 3 ) G≅ C22 ×Cp2
1
或 ( 3 3 ) G ≅ C22 ×Cp1

×

Cp1
. 由 ( 3 ) ] |A ( G) | = 2p1 ( p1 - 1 ) = 24

p
2

q, ] p1

= q = 2
3

p
2

+ 1,当 2
3

p
2

+ 1为素数时 ,有群 G10 ≅ C22

×C ( 23p2 + 1) 2. 由 ( 3 3 ) ] |A (G) | = 2p1 ( p1 - 1) 2 ( p1

+ 1) = 2
4

p
2

q,不可能成立 ;若 S2 ≅ C2 ×C2 ,经计算

群 G不存在 ;当α1 = 3时 , Sp1
≅ Cp3

1
, Cp2

1
×Cp1

, Cp1
×

Cp1
×Cp1

. 若 G≅ C22 ×Cp3
1
,则 |A ( G) | = 2 ( p1 - 1) p

2
1

= 24
p

2
q, ] ( p1 - 1 ) p

2
1 = 23

p
2

q] p1 = p = 23
q + 1,当

2
3

q + 1为素数时 ,有群 G11 ≅ C22 ×C ( 23q + 1) 3. 其他情

况经计算群不存在 1

当α0 = 3时 , S2 ≅ C23 , C22 ×C2 , C2 ×C2 ×C2. 当

α1 = 1时 , Sp1
≅ Cp1

. 若 G≅ C23 ×Cp1
,则 |A (G) | = 2

2

( p1 - 1) = 2
4

p
2

q] p1 = 2
2

p
2

q + 1,若 2
2

p
2

q + 1为素

数 ,则有群 G12 ≅ C23 ×C22p2q + 1. 若 G ≅ C22 ×C2 ×

Cp1
,则 |A (G) | = 2

3 ( p1 - 1) = 2
4

p
2

q] p1 = 2p
2

q + 1,

若 2p
2

q + 1为素数 ,则有群 G13 ≅ C22 ×C2 ×C2p2q + 1.

若 G≅ C2 ×C2 ×C2 ×Cp1
,则 |A (G) | = 23 ·3·7 ( p1

- 1) = 2
4

p
2

q. 经计算有群 G14 ≅ C2 ×C2 ×C2 ×C7 ;

当α1 = 2时 , Sp1
≅ Cp2

1
, Cp1

×Cp1
. 若 G≅ C23 ×Cp2

1
,则

|A (G) | = 2
2

p1 ( p1 - 1 ) = 2
4

p
2

q. 经计算有群 G15 ≅
C23 ×C ( 22p2 + 1) 2. 若 G≅ C22 ×C2 ×Cp2

1
,则 | A ( G) | =

2
3

p1 ( p1 - 1) = 2
4

p
2

q. 经计算 ,当 2p
2

+ 1为素数时 ,

有群 G16 ≅ C22 ×C2 ×C ( 2p2 + 1) 2. 若 G≅ C2 ×C2 ×C2 ×

Cp2
1
,则 |A (G) | = 2

3 ·3·7 ( p1 - 1) p1 = 2
4

p
2

q. 经计

算有群 G17 ≅ C2 ×C2 ×C2 ×C32. 其他情况经计算群

G不存在 ;当α1 = 3时 , Sp1
≅ Cp3

1
, Cp2

1
×Cp1

, Cp1
×Cp1

×Cp1
. 若 G≅ C23 ×Cp3

1
,则 |A (G) | = 2

2
p

2
1 ( p1 - 1) =

2
4

p
2

q] p
2
1 ( p1 - 1) = 2

2
p

2
q] p1 = q = 2

2
q + 1,所以当

2
2

q + 1为素数时 ,有群 G18 ≅ C23 ×C ( 22q + 1) 3. 若 G≅
C22 ×C2 ×Cp3

1
,则 |A ( G) | = 23

p
2
1 ( p1 - 1 ) = 24

p
2

q]

p
2
1 ( p1 - 1) = 2p

2
q] p1 = p = 2q + 1. 若 2q + 1为素

数 ,则有群 G19 ≅ C22 ×C2 ×C ( 2q + 1) 3. 其他情况经计

算群 G不存在 1
当α0 = 4时 ,只需讨论 S2 ≅ C24的情况 1当α1

= 1时 , G≅ C24 ×Cp1
, |A (G) | = 2

3 ( p1 - 1 ) = 2
4

p
2

q

] p1 = 2p
2

q + 1,若 2p
2

q + 1为素数 ,则有群 G20 ≅
C24 ×C2p2q + 1 ;当α1 = 2时 ,只须讨论 Sp1

≅ Cp2
1
的情

况 1此时 G≅ C24 ×Cp2
1
, ] |A (G) | = 23

p1 ( p1 - 1) =

2
4

p
2

q] p1 = q = 2p
2

+ 1,所以当 2p
2

+ 1为素数时 ,

有群 G21 ≅ C24 ×C ( 2p2 + 1) 2;当α1 = 3时 ,只需讨论 Sp1

≅ Cp3
1
的情况 1此时 G≅ C24 ×Cp3

1
, ] |A ( G) | = 2

3
p

2
1

( p1 - 1) = 2
4

p
2

q] p1 = p = 2q + 1,所以当 2q + 1为

素数时 ,有群 G22 ≅ C24 ×C ( 2q + 1) 3.

(3)当 k = 2时 ,α0 = 0, 1, 2, 3. 由 p
α1
1 ( p1 - 1 )

p
α2
2 ( p2 - 1) | 2

4
p

2
q,知α1 = 1, 2, 3;α2 = 1, 2, 3.

当α0 = 0, 1时 ,只须考虑 :当 (α1 ,α2 ) = ( 1, 1)

时 , G≅ Cp1
×Cp2

, C2 ×Cp1
×Cp2

, ] |A ( G) | = ( p1 -

1) ( p2 - 1 ) . 由于 ( p1 - 1 )和 ( p2 - 1 )是不同的偶

数 ,而 2
4

p
2

q = 2·2
3

p
2

q = 2q·2
3

p
2

= 2p·2
3

pq = 2p
2

·23
q = 2pq·23

p = 2p
2

q·23 = 22 ·22
p

2
q = 22

q·

22
p

2 = 22
p·22

pq. 经计算 ,并考虑到 p1 和 p2 的对称

性 ,当 23
p

2
q + 1, 2q + 1, 23

p
2 + 1, 2p + 1, 23

pq + 1,
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2p
2

+ 1, 2
3

q + 1, 2pq + 1, 2
3

p + 1, 2
2

p
2

q + 1, 2
2

p
2

+ 1,

2
2

q + 1, 2
2

p + 1, 2
2

pq + 1为素数时 ,有群 G23 ～G38 ,

计 16型 1
当 (α1 ,α2 ) = ( 2, 1 )时 ,若 G≅ Cp2

1
×Cp2

, C2 ×

Cp2
1
×Cp2

,则 |A ( G) | = p1 ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) = 2
4

p
2

q.

①当 p1 = q时 , ( q - 1 ) ( p2 - 1 ) = 2
4

p
2
,而 2

4
p

2
= 2

·2
3

p
2

= 2p·2
3

p = 2
2 ·2

2
p

2
= 2p

2 ·2
3
. 经计算 ,并

考虑到 p1 到 p2 的不对称性 ,当 2
3

p
2

+ 1, 2p + 1, 2
3

p

+ 1, 2
2

p
2

+ 1为素数时 ,有群 G39 ～G50 ,计 12型 1②
当 p1 = p时 , ( p - 1 ) ( p2 - 1 ) = 24

pq,而 24
pq = 2·

23
pq = 2p·23

q = 2q·23
p = 2pq·23 = 22 ·22

pq =

22
p·22

q. 经计算 ,并考虑到 p1 和 p2 的不对称性 ,

当 23
pq + 1, 2p + 1, 23

q + 1, 2q + 1, 23
p + 1, 22

pq + 1

为素数时 ,有群 G51 ～G60 ,计 10型 1若 G≅ Cp1
×Cp1

×Cp2
, C2 ×Cp1

×Cp1
×Cp2

,则群 G不存在 1
当 (α1 ,α2 ) = ( 3, 1 )时 , 此时只须考虑 Sp1

≅
Cp3

1
, Cp2

1
×Cp1

的情况 1若 G ≅ Cp3
1
×Cp2

, C2 ×Cp3
1
×

Cp2
,则 |A (G) | = p

2
1 ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) = 2

4
p

2
q, ] p1

= p, ( p - 1 ) ( p2 - 1 ) = 2
4

q,而 2
4

q = 2·2
3

q = 2·

2
2

q. 经计算 ,并考虑到 p1 和 p2 的不对称性 ,当 2
3

q

+ 1, 22
q + 1为素数时 ,有群 G61 ～G68 ,计 8型 1当

G为其他情况时 ,经计算不存在 1
当 (α1 ,α2 ) = ( 2, 2)时 ,若 G≅ Cp2

1
×Cp2

2
或 G≅

C2 ×Cp2
1
×Cp2

2
,则 |A (G) | = p1 ( p1 - 1) p2 ( p2 - 1 ) =

2
4

p
2

q] p1 = p, p2 = q, ( p - 1) ( q - 1) = 2
4

p,而 2
4

p =

2·23
p = 22 ·22

p = 23 ·2p. 经计算 ,并考虑到 p1 和

p2 的对称性 ,当 23
p + 1, 22

p + 1为素数时 ,有群 G69

～G70 , 计 2 型 1G69 ≅ C32 ×C ( 23p + 1) 2 , G70 ≅ C52 ×

C ( 22p + 1) 2. 其他情况经计算群 G不存在 1
当 (α1 ,α2 ) = (3, 2)时 ,经计算群 G不存在 1
当α0 = 2时 , S2 ≅ C22 , C2 ×C2. 当 (α1 ,α2 ) =

(1, 1)时 ,若 G≅ C22 ×Cp1
×Cp2

, ] |A ( G) | = 2 ( p1

- 1) ( p2 - 1) = 2
4

p
2

q, ] ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) = 2
3

p
2

q.

而 23
p

2
q = 2·22

p
2

q = 2q·22
p

2 = 2p·22
pq = 2p

2 ·

2
2

q = 2pq·2
2

p = 2p
2

q·2
2
. 当 2

2
p

2
q + 1, 2q + 1, 2

2
p

2

+ 1, 2p + 1, 2
2

pq + 1, 2p
2

+ 1, 2
2

q + 1, 2pq + 1, 2
2

p +

1, 2p
2

q + 1为素数时 ,有群 G71 ～G76 ,计 6型 1若 G

≅ C2 ×C2 ×Cp1
×Cp2

, ] |A (G) | = 2·3 ( p1 - 1) ( p2

- 1 ) = 2
4

p
2

q. ①若 q = 3, 则 ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) =

2
3

p
2
,而 2

3
p

2
= 2·2

2
p

2
= 2p·2

2
p = 2p

2 ·2
2
. 当 2

2
p

2

+ 1, 2p + 1, 2
2

p + 1, 2p
2

+ 1为素数时 ,有群 G77 ～

G79 ,计 3型 1G77 ≅ C2 ×C2 ×C3 ×C22p2 + 1 , G78 ≅ C2 ×

C2 ×C2p + 1 ×C22p + 1 , G79 ≅ C2 ×C2 ×C2p2 + 1 ×C5. ②若

p = 3,则 ( p1 - 1) ( p2 - 1) = 2
3 ·3q,而 2

3 ·3q = 2·

12q = 6·4q = 2q·12 = 6q·2
2
. 当 12q + 1, 4q + 1,

2q + 1, 6q + 1为素数时 ,有群 G80 ～G83 ,计 4型 1
当 (α1 ,α2 ) = (1, 2)时 ,只须考虑 Sp2

≅ Cp2
2
的情

况 1若 G≅ C22 ×Cp1
×Cp2

2
, ] |A (G) | = 2 ( p1 - 1) p2

( p2 - 1) = 2
4

p
2

q. ①当 p2 = q时 , ] ( p1 - 1) ( q - 1)

= 2
3

p
2
. 而 2

3
p

2
= 2·2

2
p

2
= 2p·2

2
p = 2p

2 ·2
2
. 当

22
p

2 + 1, 2p + 1, 22
p + 1, 2p

2 + 1为素数时 ,有群 G84

～G89 ,计 6型 1②当 p2 = p时 , ] ( p1 - 1) ( p - 1) =

23
pq. 而 23

pq = 2·22
pq = 2p·22

q = 2q·22
p = 2pq·

2
2
. 当 2p + 1, 2

2
q + 1, 2pq + 1, 2

2
pq + 1, 2

2
p + 1, 2q +

1为素数时 , 有群 G90 ～G93 , 计 4型 1G90 ≅ C22 ×

C2p + 1 ×C ( 22q + 1) 2 , G91 ≅ C22 ×C2pq + 1 ×C52 , G92 ≅ C22 ×

C22pq + 1 ×C32 , G93 ≅ C22 ×C5 ×C ( 2pq + 1) 2. 若 G≅ C2 ×

C2 ×Cp1
×Cp2

2
, |A (G) | = 2·3 ( p1 - 1) p2 ( p2 - 1) =

24
p

2
q. ①当 q = 3时 , ] ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) p2 = 23

p
2
,

] p1 = 11, p2 = 5, p = 5,有群 G94 ≅ C2 ×C2 ×C11 ×

C52. ②当 p = 3时 , ] ( p1 - 1 ) p2 ( p2 - 1 ) = 2
3 ·3q.

若 p2 = 3, p1 - 1 = 2
2

q, p1 = 4q + 1. 若 p2 = q, ( p1 - 1)

( q - 1) = 2
3 ·3. ] ( p1 , p2 ) = (3, 13) ,或 ( p1 , p2 ) =

(7, 5 ) . 当 4q + 1为素数时 , 有群 G95 ～G100 , 计 6

型 1
当 (α1 ,α2 ) = (1, 3)时 ,只须考虑 Sp2

≅ Cp3
2
的情

况 1若 G≅ C22 ×Cp1
×Cp3

2
,则 |A (G) | = 2 ( p1 - 1) p

2
2

( p2 - 1) = 2
4

p
2

q] ( p1 , p2 ) = ( 2, 4q + 1)或 ( p1 , p2 )

= (2q + 1, 5) . 因此当 2q + 1, 4q + 1为素数时 ,有群

G101 ～G104 ,计 4型 1若 G≅ C2 ×C2 ×Cp1
×Cp3

2
,则 |A

(G) | = 2·3 ( p1 - 1) p
2
2 ( p2 - 1 ) = 2

4
p

2
q] ( p1 , p2 )

= (3, 5) . 因此有群 G105 ～G106 ,计 2型 1
当 (α1 ,α2 ) = ( 2, 1 )时 ,由对称性 ,还是群 G84

～G100 ,另加群 G107 ≅ C2 ×C2 ×C5 ×C112 (与群 G94相

对称 ) 1
当 (α1 ,α2 ) = (2, 2)时 ,只须考虑 :若 G≅ C22 ×

Cp2
1
×Cp2

2
,则 | A ( G) | = 2p1 ( p1 - 1 ) p2 ( p2 - 1 ) =

24
p

2
q. ①p1 = p时 , ] ( p1 , p2 ) = (3, 22

p + 1) ; ②p1 =

q时 , ] ( p1 , p2 ) = ( 2p + 1, 5 ) ; ③p2 = p时 , ] ( p1 ,

p2 ) = (2p + 1, 5) ; ④p2 = q时 , ] ( p1 , p2 ) = ( 3, 22
p

+ 1) . 因此 ,当 2p + 1, 22
p + 1为素数时 ,有群 G108

～G109 ,计 2型 1G108 ≅ C22 ×C ( 2p + 1) 2 ×C52 , G109 ≅ C22

×C32 ×C ( 22p + 1) 2. 若 G ≅ C2 ×C2 ×Cp2
1
×Cp2

2
, 则 | A

(G) | = 2·3p1 ( p1 - 1 ) p2 ( p2 - 1 ) = 2
4

p
2

q. 经计算

( p1 , p2 ) = ( 3, 5 ) ,因此有群 G110 ≅ C2 ×C2 ×C32 ×
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C52.

当 (α1 ,α2 ) = (2, 3)时 ,只须考虑 :若 G≅ C22 ×

Cp2
1
×Cp3

2
,则 | A ( G) | = 2p1 ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) p

2
2 =

2
4

p
2

q, ] ( p1 , p2 ) = ( 3, 5 ) ,或 ( p1 , p2 ) = ( 5, 3 ) . 因

此有群 G111 ～G112 ,计 2型 1G111 ≅ C22 ×C32 ×C53 ,

G112 ≅ C22 ×C52 ×C33. 若 G≅ C2 ×C2 ×Cp2
1
×Cp3

2
,经

计算群 G不存在 1
当α0 = 3时 ,只须考虑 :当 (α1 ,α2 ) = ( 1, 1 )

时 ,只须考虑 S2 ≅ C
3
2 的情况 1此时 , |A ( G) | = 22

( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) = 24
p

2
q, ] ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) =

22
p

2
q. 而 22

p
2

q = 2·2p
2

q = 2p·2pq = 2q·2p
2
. 当

2p + 1, 2q + 1, 2p
2

q + 1, 2pq + 1, 2p
2 + 1为素数时 ,

有群 G113 ～G115 ,计 3型 1
当 (α1 ,α2 ) = (1, 2)时 ,只须考虑 G≅ C23 ×Cp1

×Cp2
2
的情况 1此时 , |A (G) | = 2

2 ( p1 - 1) p2 ( p2 -

1) = 24
p

2
q. ①当 p2 = q时 , ] ( p1 , p2 ) = (3, 2p

2 + 1)

或 ( p1 , p2 ) = ( 2p
2 + 1, 3 ) . 当 2p

2 + 1为素数时 ,有

群 G116 ～G117 ,计 2型 1②当 p2 = p时 , ] ( p1 , p2 ) =

(2pq + 1, 3)或 ( p1 , p2 ) = ( 2p + 1, 2q + 1 ) . 当 2p +

1, 2q + 1. 2pq + 1为素数时 ,有群 G118 ～G119 ,计 2

型 1
当 (α1 ,α2 ) = (1, 3)时 ,只须考虑 G≅ C23 ×Cp1

×Cp3
2
的情况 1此时 , |A (G) | = 2

2 ( p1 - 1) p
2
2 ( p2 -

1) = 2
4

p
2

q. ] p = p2 , ( p1 - 1 ) ( p - 1 ) = 2
2

q,而 2
2

q

= 2·2q, ] ( p1 , p2 ) = ( 3, 2q + 1)或 ( p1 , p2 ) = ( 2q

+ 1, 3 ) . 当 2q + 1为素数时 ,有群 G120 ～G121 ,计 2

型 1G120 ≅ C23 ×C3 ×C ( 2q + 1) 3 , G121 ≅ C23 ×C2q + 1 ×

C33.

当 (α1 ,α2 ) = (2, 2)时 ,只须考虑 G≅ C23 ×Cp2
1

×Cp2
2
的情况 1此时 , |A ( G) | = 2

2
p1 ( p1 - 1 ) p2 ( p2

- 1) = 24
p

2
q. ①p1 = p时 , ] ( p1 , p2 ) = (3, 2p + 1) .

②p1 = q时 , ] ( p1 , p2 ) = ( 2p + 1, 3) . 由 p1 , p2 的对

称性 , 知当 2p + 1 为素数时 , 有群 G122 ≅ C23 ×

C ( 2p + 1) 2 ×C32.

当 (α1 ,α2 ) = (2, 3)时 ,经计算群 G不存在 1
(4)当 k = 3时 ,α0 = 0, 1, 21
当α0 = 0, 1时 ,当 (α1 ,α2 ,α3 ) = (1, 1, 1)时 , G

≅ Cp1
×Cp2

×Cp3
或 G≅ C2 ×Cp1

×Cp2
×Cp3

. |A (G) |

= ( p1 - 1) ( p2 - 1 ) ( p3 - 1 ) = 2
4

p
2

q,而 2
4

p
2

q = 2
2

p

·2p·2q = 2
2

p·2pq·2 = 2pq·2p·2
2

= 2pq·2
2

p

·2 = 2p
2 ·2q·2

2
= 2p

2 ·2
2

q·2 = 2
2

p
2 ·2q·2 =

2
2

pq·2p· = 2p
2

q·2
2 ·2 = 2

2
q·2p

2 ·2. 经计算 ,

当 2p + 1, 4p + 1, 2q + 1, 4q + 1, 2pq + 1, 4pq + 1, 2p
2

+ 1, 4p
2

+ 1, 2p
2

q + 1为素数时 ,有群 G123 ～G142 ,计

20型 1
当 (α1 ,α2 ,α3 ) = ( 2, 1, 1 )时 , G ≅ Cp2

1
×Cp2

×

Cp3
, C2 ×Cp2

1
×Cp2

×Cp3
. |A (G) | = p1 ( p1 - 1) ( p2 -

1) ( p3 - 1) = 2
4

p
2

q. ①若 p1 = p,则 ( p - 1 ) ( p2 - 1 )

( p3 - 1) = 2
4

pq. 而 2
4

pq = 2
2 ·2p·2q = 2p·2q·2

2

= 2q·2p·2
2

= 2
2

p·2q·2 = 2q·2
2

p·2 = 2·2
2

p

·q = 22
q·2p·2 = 2p·22

q·2 = 2·2p·22
q = 2pq

·2
2 ·2 = 2

2 ·2pq·2 = 2·2pq·2
2
. 经计算 ,当 2p

+ 1, 4p + 1, 2q + 1, 4q + 1, 2pq + 1, 2
2

q
2

+ 1为素数

时 ,有群 G143 ～G156 ,计 14型 1②若 p1 = q,则 ( q -

1) ( p2 - 1) ( p3 - 1) = 2
4

p
2
. 而 2

4
p

2
= 2

2
p·2p·2 =

2p
2 ·2

2 ·2 = 2p·2
2

p·2 = 2·2
2

p·2p = 2
2 ·2p

2 ·

2 = 2·2p
2 ·2

2
. 经计算 ,当 2p + 1, 4p + 1, 2p

2
+ 1为

素数时 ,有群 G157 ～G168 ,计 12型 1
当 (α1 ,α2 ,α3 ) = ( 2, 2, 1 )时 , G ≅ Cp2

1
×Cp2

2
×

Cp3
, C2 ×Cp2

1
×Cp2

2
×Cp3

. |A (G) | = p1 ( p1 - 1 ) p2 ( p2

- 1) ( p3 - 1) = 2
4

p
2

q. ①若 p1 = p,则 ( p - 1) ( ( p2 -

1) p2 ( p3 - 1) = 24
pq] p2 = q, ( p - 1) ( q - 1 ) ( p3 -

1) = 24
p而 24

p = 2·22 ·2p = 22 ·2p·2 = 2·2p·

2
2
. 经计算 ,当 2p + 1为素数时 ,有群 G169 ～G174 ,计

6型 1②若 p1 = q,则 ( q - 1 ) ( p2 - 1 ) p2 ( p3 - 1 ) =

2
4

p
2
. ] p2 = p, ( q - 1) ( p - 1 ) ( p3 - 1 ) = 2

4
p而 2

4
p

= 2
2 ·2·2p = 2

2 ·2p·2 = 2p·2·2
2
. 经计算 ,有

群 G175 ～G178 ,计 4型 1
当 (α1 ,α2 ,α3 ) = (2, 2, 2)时 ,经计算群 G不存

在 1
当 (α1 ,α2 ,α3 ) = ( 1, 1, 3 )时 , G ≅ Cp1

×Cp2
×

Cp3
3
, C2 ×Cp1

×Cp2
×Cp3

3
. |A (G) | = ( p1 - 1) ( p2 - 1)

p
2
3 ( p3 - 1) = 2

4
p

2
q, ] p3 = p, ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) ( p -

1) = 24
q. 而 24

q = 22 ·2q·2 = 2·22 ·2q = 2·2q

·2
2
. 经计算 ,当 2q + 1为素数时 ,有群 G179 ～G184 ,

计 6型 1
当 (α1 ,α2 ,α3 )为其他组合时 ,经计算群 G不

存在 1
当α0 = 2时 , S2 ≅ C22 , C2 ×C2. 当 (α1 ,α2 ,α3 )

= (1, 1, 1)时 ,若 G≅ C22 ×Cp1
×Cp2

×Cp3
,则 |A (G)

| = 2 ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) ( p3 - 1 ) = 2
4

p
2

q] ( p1 - 1 )

( p2 - 1) ( p3 - 1) = 2
3

p
2

q = 2pq·2p·2 = 2p
2 ·2q·

2. 经计算 ,当 2pq + 1, 2p + 1, 2q + 1, 2p
2

+ 1为素数

时 ,有群 G185 ～G186 ,计 2型 1G185 ≅ C22 ×C2pq + 1 ×

C2p + 1 ×C3 , G186 ≅ C22 ×C2p2 + 1 ×C2q + 1 ×C3. 若 G≅ C2

×C2 ×Cp1
×Cp2

×Cp3
, (下转第 171页 )
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d =
⊥L

e = e
⊥R

,下证 d为对偶元 1由命题 3知 Π a∈

Q, ( a →r d ) →l d =
⊥L ( ( a →r d ) & d

⊥R ) =
⊥L ( ( a

→r d) &e) =
⊥L ( a →r d ) =

⊥L ( (⊥L
d&d ) ⊥R ) =

⊥L

( ( e&a) ⊥R ) =
⊥L ( a

⊥R ) = a; ( a→l d) →r d = (⊥L
d&

( a →l d ) ) ⊥R
= (⊥L

d&
⊥L ( a&d

⊥R ) ) ⊥R
= ( e&

⊥L

( a&e) ) ⊥R
= (⊥L

a) ⊥R
= a,所以 ( a→l d) →r d = a =

( a→r d) →l d,即 d为对偶元 , Q为对偶 Quantale.

另外 ,任意 Quantale都可视为其自身上的双重

模 1而对偶 Quantale中的前置非⊥L与后置非⊥R刚

好作成拟对偶运算对 ,而由文献 [ 7 ]的命题 4知

a&m = ( a→⊥L
l m ) ⊥L m ) ⊥R成立 ,从而对偶 Quantale

是其自身上的对偶双重模 1

2　总结

本文主要研究了左 Quantale模的余核映射及

其性质 ,对于右 Quantale模 , Quantale双重模可有

类似的讨论. 最后通过对 Quantale上的对偶双重模

的讨论 ,我们得到了比较好的性质 1
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则 |A ( G) | = 2 ·3 ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) ( p3 - 1 ) =

2
4

p
2

q. ①若 q = 3, ( p1 - 1) ( p2 - 1) ( p3 - 1) = 2
3

p
2
,

矛盾 1②若 p = 3, ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) ( p3 - 1 ) = 2
3 ·

3q = 2
3 ·3·q = 2·6·2q,经计算 ,当 2q + 1为素

数时 ,有群 G187 ≅ C2 ×C2 ×C3 ×C7 ×C2q + 1.

当 (α1 ,α2 ,α3 ) = ( 1, 1, 2 )时 ,若 G≅ C22 ×Cp1

×Cp2
×Cp2

3
,则 |A (G) | = 2 ( p1 - 1) ( p2 - 1) p3 ( p3 -

1) = 2
4

p
2

q. 若 p3 = q,则 ( p1 - 1) ( p2 - 1 ) ( q - 1 ) =

2
3

p
2
,矛盾 1若 p3 = p,则 ( p1 - 1) ( p2 - 1) ( p - 1) =

2
3

pq = 2·2p·2q = 2·2q·2p = 2p·2q·2,经计

算 ,当 2p + 1, 2q + 1为素数时 ,有群 G188 ～G189 ,计 2

型 1若 G≅ C2 ×C2 ×Cp1
×Cp2

×Cp2
3
,则 |A ( G) | = 2

·3 ( p1 - 1 ) ( p2 - 1 ) p3 ( p3 - 1 ) = 2
4

p
2

q. 经计算不

可能成立 1当 (α1 ,α2 ,α3 )为其他组合时 ,经计算

群 G均不存在 1
(5)当 k = 4时 ,由于 24

p
2

q不能写成 4个互不

相同偶数的积 ,因此 ,此时群 G不存在 1
此外 ,因 p≠q,所以 G8 和 G9 重复 1型 , G39 ～

G50和 G51 ～G60至少重复 10型 , G77 ～G79和 G80 ～G83

至少重复 3型 , G84 ～G89和 G90 ～G93至少重复 4型 ,

G94 , G107和 G95 ～G100至少重复 2型 , G108和 G109重复

1型 , G116 ～G117和 G118 ～G119重复 2型 , G143 ～G156和

G157 ～G168至少重复 12型 , G169 ～G174和 G175 ～G178

至少重复 4型 ,因此群 G至多有 150型 1
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