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一类变换半群的秩
裴惠生
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摘　要: 设 T X 为集合X 上的全变换半群, E 是 X 上一个等价关系. 令

T E (X ) = {f ∈T X : Π (x , y )∈E , (f , x ) , f (y ) )∈E },

则 T E (X ) 是 T X 的一个子半群. 本文讨论对于一个较为特殊的情况, 即 E 只有两个等价类, 且每个等价类有 n

(n≥3)个点. 结果发现, 这时 T E (X )有一组生成元, 含有 5 个元素, 从而确定了 T E (X )的秩不超过 5.
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0　引言

设 S 是一个半群, T 是 S 的一个子集. 如果 S

中每个元素都可以表示成 T 中元素的乘积, 则称

T 为 S 的一个生成集, 记为 S =〈T 〉. 称 S 的生成

集基数的最小值, 即m in{ûT û:〈T 〉= S }为 S 的秩.

关于变换半群的生成集和秩的讨论一直是变换半

群研究的一个重要课题 1 近几十年来, 有不少学者

致力于该课题的研究. 例如, 当 X = {1, 2, ⋯, n} (n

≥3) 时, 对称群 GX 的基数被确定为 2. 特别地, 这

个群由两个元素

Σ= (12)和 Φ= (12⋯n)

生成 (见文献 [ 5 ]). 在此基础上, X 上全变换半群

的秩可以确定为 3, 它的一组生成元是 GX 的两个

生成元再添加任意一个亏值为 1 的变换. 这里 X

上一个变换 Β的亏值是指其象集的余集的基数ûX

- im Βû. How ie [ 2, 3 ]考察了 X 上全变换半群 T X 的

由幂等元生成的子半群以及这个子半群由亏值为

1 的幂等元组成的最小生成集的基数. Gom es 和

How ie [ 4 ]讨论了逆半群 S P n 的幂等元秩和幂零元

秩. 这里, S P n 指集合 X 上全体真子置换所构成的

逆半群. M agill[ 6 ]讨论了拓扑空间X 上的连续变换

半群的由幂等元生成的子半群.

作者在文献 [ 7 ]中讨论了一类变换半群如下:

设 X 为非空集合, E 是 X 上一个等价关系, 设

T E (X ) = {f ∈T X : Π (x , y ) ∈E , (f (x ) , f (y ) ) ∈

E }, 则 T E (X ) 是 T X 的一个子半群. 并且如果把所

有的 E 等价类作为拓扑基, 使 X 带上拓扑, 那么

T E (X )恰是拓扑空间上的连续变换半群 S (X ). 关

于这类半群, 一些有趣的性质被揭示, 请参看文献

[8, 9, 10 ].

本文打算在一种较特殊的条件之下, 讨论半群

T E (X )的秩。即假定X 有 2n (n≥3)个点, 等价关系

E 恰有两个等价类, 且每个类都是 n 个点的情形。

第 1 节中考虑 T E (X ) 中所有的双射所构成的子群

G 的秩, 我们找到了 G 的一组生成元, 只含有 3 个

元素. 由此推断G 的秩不超过 3. 在第 2 节中, 利用

第 1 节中的结果, 我们找到 T E (X ) 的一组生成元,

只含有 5 个元素, 从而推断 T E (X )的秩不超过 5.

关于半群理论的标准的术语和概念, 可参看文

献[1 ].

1　同胚群的生成元

本文中总假设 X = {1, 2, ⋯, 2n} (n≥3) , X 上

的等价关系 E = (A ×A )∪ (B ×B ) , 这里

A = {1, 2, ⋯, n},B = {n+ 1, n+ 2, ⋯, 2n}.

这里, 用 Σ= (12) , Φ= (12⋯n) 表示 X 上的置换, 它

们分别将没有写出的数字变为自身. 令 Σ3 表示下

边的置换

1 2 ⋯ n n+ 1 n+ 2 ⋯ 2n

n+ 1 n+ 2 ⋯ 2n 1 2 ⋯ n
,
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有时也将 Σ3 简写为 (A B ). 记 Σ′= (n+ 1 n+ 2) , Φ′
= (n+ 1 n+ 2 ⋯ 2n) 为 X 上的两个循环置换, 这

里每个置换中没有写出的数字是保持不变的. 首

先, 容易验证下面的结果, 证明略.

引理 1　Σ3 ΣΣ3 = Σ′, Σ3 ΦΣ3 = Φ′, Σ3 Σ′Σ3 = Σ,

Σ3 Φ′Σ3 = Φ.
称 f ∈T E (X ) 为 E 2不变的, 如果 f 将每个 E

类还映到这个类. 明显地, 如果 f 是 E 2不变的, 那

么 f ûA 是A 上的一个变换, f ûB 是B 上的一个变

换. 同时, T E (X ) 中还有一部分变换不是 E 2不变

的, 它们将每个 E 类映到另一个类.

如前所言, 当 X 带上以{A , B }为基的拓扑时,

T E (X )恰好就是空间 X 的连续变换半群 S (X ). 不

难看出, f ∈T E (X )是 X 上一个双射当且仅当 f 是

拓扑空间 X 上的一个同胚. 所以, 称 T E (X )中所有

的双射所成的群为同胚群, 记为 G. 本节中我们来

探讨这个群的秩.

引理 2　如果 f ∈G 是 E 2不变的, 则 f 可以表

示为 Σ, Φ和 Σ3 的乘积.

证明　令 f 1 = (f ûA ) ∪1B , f 2 = (f ûB ) ∪1A ,

由于 f ûA ∈GA , f ûB ∈GB , 所以 f 1 可以表示为 Σ与
Φ的乘积, f 2 可以表示为 Σ′和 Φ′的乘积. 根据引理

1, f 2 可以表示成 Σ, Φ和 Σ3 的乘积. 注意到 f =

f 1f 2, 于是 f 也可表示为 Σ, Φ, Σ3 的乘积. 证毕

定理 1　任意 f ∈G 都可以表示为 Σ, Φ, Σ3 的

乘积. 于是G =〈Σ, Φ, Σ3 〉, 同胚群G 的秩≤3.

证明　如果 f 是 E 2不变的, 由引理 2 知结论

成立. 如果 f 不是 E 2不变的, 那么有A f = B , B f =

A , 于是 A f Σ3 = A , B f Σ3 = B , 所以 f Σ3 是 E 2不变

的. 仍然由引理 2, 知 f Σ3 可表示为 Σ, Φ, Σ3 的乘积.

设 f Σ3 = p (Σ, Φ, Σ3 ). 注意到 Σ2
3 = (1) , 故

f = p (Σ, Φ, Σ3 ) Σ3 ,

表明 f 可以表示为 Σ, Φ, Σ3 的乘积. 证毕

2　关于 T E (X )的秩

记[ i j ] ( i≠j )为X 上的一个变换, 它将 i 变为

j , 而将其他点映为自身. 不难验证, [ i j ]是 T E (X )

中亏值为 1 的幂等元当且仅当 ( i, j ) ∈E. 为方便

计, 记 Π= [ 12 ]. 令 Π3 = [A B ]表示 X 上的变换,

它将A 保序地映满B , 而将B 中的点映为自身. 换

言之,

Π3 =
1 2 ⋯ n n+ 1 n+ 2 ⋯ 2n

n+ 1 n+ 2 ⋯ 2n n+ 1 n+ 2 ⋯ 2n
.

下面的等式的验证都是例行公事, 略去证明.

引理 3　 (1) (1 i) Π(1 i) = [ i 2 ], (3≤i≤n).

(2) (2 j ) Π(2 j ) = [1 j ], (3≤j≤n).

(3) (1 i) (2 j ) Π(2 j ) (1 i) = [ i j ], (3≤i, j≤n ,

i≠j ).

(4) ( i j ) [ i j ] ( i j ) = [ j i ], (1≤i, j≤n , i≠j ).

(5) Σ3 ΠΣ3 = [n+ 1 n+ 2 ].

(6) Σ3 (1 i) Π(1 i) Σ3 = [n + i n + 2 ], (3≤ i≤

n).

(7) Σ3 (2 j ) Π(2 j ) Σ3 = [n+ 1 n+ j ], (3≤ j≤

n).

(8) Σ3 (1 i) (2 j ) Π(2 j ) (1 i) Σ3 = [n+ 1 n+ j ],

(3≤j≤n , i≠j ).

(9) Σ3 ( i j ) ( i j ) Σ3 = [n+ j n+ i ], (1≤i, j≤n ,

i≠j ).

(10) Σ3 Π3 Σ3 = [B A ]1
由定理 1, 每个循环置换 ( i j ) (1≤i, j≤n)都能

表示成 Σ, Φ, Σ3 的乘积. 进而, 据这个引理和本节开

头的说明, 可知

推论 1　T E (X ) 中每个亏值为 1 的幂等元都

可以表示成 Σ, Φ, Σ3 , Π的乘积.

下面的结论可参看文献[1 ].

引理 4　设 Υ∈T A (集合A 上的全变换半群) ,

满足û Im Υû = r≤n - 1, 并且 i, j∈A 是两个不同的

点, 使得 iΥ= jΥ. 取 z∈X - Im Υ. 定义 Υδ为:

iΥδ= z , kΥδ= kΥ(k≠i) ,

则 Υδ∈T A , û Im Υδû= r+ 1, 并且 Υ= [ i j ]Υδ.
反复利用这个引理, 可得到下面的结果, 它在

主要定理的证明中起到关键作用.

引理 5　设 Υ∈T E (X ) 是 E 2不变的, 如果 Υ在

A 或B 上的限制是单位映射, 那么 Υ可以表示成

T E (X )中一个置换和一些亏值是 1 的幂等元的乘

积.

证明　不失一般性, 设 Υ在B 上的限制是单

位映射, 那么 Υ就可以看成A 上的一个变换. 由引

理 4, Υ= [ i1 j 1 ]Υ1, 这里 i1, j 1∈A ( i1≠ j 1) , Υ1 是 X

上的一个变换, 它在A 上的限制是A 上的一个变

换, 在 B 上的限制是单位映射, 并且 û Im Υ1 û =

û Im Υû+ 1. 对于 Υ1 作同样的讨论, 有 Υ1= [ i2 j 2 ]Υ2.

同样地, i2, j 2∈A ( i2≠ j 2). Υ2 是 X 上的一个变换,

它在A 上的限制是A 上的一个变换, 在B 上的限

制是单位映射, 并且û Im Υ2 û = û Im Υ1 û + 1. 由于 A

含有 n 个点, 有限步之后, 可以得到 X 的一个变换

Υk , 使得û Im Υk û= ûA û= n , 且 Υk 在A 上的限制是A

的一个置换, 在B 上的限制为单位映射, 即 Υk 为上
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一个置换, 使得

Υ= [ i1 j 1 ] [ i2 j 2 ]⋯[ ik j k ]Υk.

注意到 i t, j t∈A (1≤ t≤k ) , 故每个 [ i t j t ]都是半群

T E (X )中亏值为 1 的幂等元. 从而对于所设情形结

论成立. 类似的方法可证明剩下的情形. 证毕

现在我们可以叙述和证明本文的主要定理.

定理 2　设 f ∈T E (X ) 为任意一个元素, 则 f

可以表示成 Σ, Φ, Π, Σ3 , Π3 的乘积. 进而 T E (X ) =

〈Σ, Φ, Π, Σ3 , Π3 〉.

证明　先证明一个特殊情形. 假设 f 是 E 2不
变的. 令 f 1= (f ûA ) ∪1B , f 2= (f ûB ) ∪1A. 那么 f 1

和 f 2 都满足引理 5 的条件, 故都能表示成亏值为 1

的幂等元和一个置换的乘积. 再由推论 1 和定理

1, 可知 f 1, f 2 都能表示成 Σ, Φ, Π, Σ3 的乘积. 而 f =

f 1f 2, 所以这时 f 可表示成这 4 个元素的乘积.

下面考虑一般情形. 这里分 3 种情形讨论.

(1)A , B 与 f 的像集的交都不是空集. 如果 f

是 E 2不变的, 上面已经证明. 故只需证明 f 不是

E 2不变的情形. 设A f < B , B f < A . 这时 f Σ3 是 E 2
不变的, 从而可以表示成 Σ, Φ, Π, Σ3 的乘积. 设 f Σ3

= p (Σ, Φ, Π, Σ3 ). 于是 f = p (Σ, Φ, Π, Σ3 ) Σ3 , 仍然是

这 4 个元素的乘积.

(2)A 与 f 的像集的交是空集. 即A f < B , B f

< B . 令 g : B →A 为保序的双射. 令

f 1= (f ûA ) g∪1B , f 2= (f ûB )∪1A.

容易验证 f 1, f 2 都是 T E (X ) 中 E 2不变的变

换, 并且 f = f 1f 2Π3 . 由 (1) 的结论, 可知 f 能表示

成所要求的 5 个元素的乘积.

(3)B 与 f 的像集的交是空集. 即A f < A , B f

< A . 令 h: A →B 为保序的双射. 令

f 1= (f ûA )∪1B , f 2= (f ûB ) h∪1A.

同样地, 不难验证 f 1, f 2 都是 T E (X ) 中 E 2不
变的变换, 并且利用引理 3 (10) , 有 f = f 1f 2 [B A ]

= f 1f 2Σ3 Π3 Σ3 . 于是 f 可以表示为所要求的 5 个

元素的乘积. 证毕

推论 2　设X 是一个集合, ûX û= 2n (n≥3) , E

= (A ×A ) ∪ (B ×B ) 是 X 上的等价关系, 它的两

个等价类A ,B 都含有 n 个点. 那么半群 T E (X ) 的

秩≤5.
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On the rank of a k ind of tran sforma tion sem igroups
PE I Hui- sheng

(Co llege of M athem atics and Info rm ation Science, X inyang N o rm al U n iversity, X inyang 464000, Ch ina)

Abstract: L et T X be the fu ll t ran sfo rm at ion sem igroup on the set X , E be an equ iva lence on X , let

T E (X ) = {f ∈T X : Π (x , y )∈E , (f (x ) , f (y ) )∈E }.

T hen T E (X ) is a sub sem igroup of T X. In th is paper, a specia l case is con sidered, tha t is, the equ iva lence E

has tw o classes each of w h ich is of n po in ts. It is found tha t T E (X ) has a genera t ing set con ta in ing 5 ele2
m en ts. T hen it is determ ined tha t the rank of T E (X ) is no m o re than 5.

Key words: t ran sfo rm at ion sem igroup; equ iva lence; genera t ingset; perm u ta t ion
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