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基于广义小波高斯积分的小波积分法及误差估计
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摘　要: 应用具有 2次代数精度的带D aubech ies小波尺度函数的广义高斯积分公式,通过双尺度方程,得

到具有高精度的积分公式 1在此基础上,应用外推技术得到具有更高精度的积分值 1
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　　小波理论及其应用研究已在数学、通讯、地震、

化学等领域作为一种新的数学工具受到高度重视,

它在信号分析、图像存储与重构、函数逼近与微分

方程求解等方面呈现出强劲的发展势头[ 1～ 5 ]1小波
理论的函数变换 (尺度函数变换与小波函数变换)

中,均涉及到分解系数的积分运算,在多数情况下,

小波基函数是用数值格式生成的,这样其分解系数

的运算往往采取数值积分方式获得 1在此基础上,

再进行函数 (或信号、图像)的重构 1显然重构函数
的精度与分解系数的精度密切相关,因此,构造具

有高精度的数值求积公式显得极为重要 1文[6 ]应

用积分公式∫
l

0
f (x ) 5 (x ) dx =

f (0) + f ( l)
2

,在应

用双尺度方程结合外推算法可得到积分近似值 1
但由于以上公式的精度较低,因此需要花费的机时

较多 1 本文应用具有 2 次代数精度的带

D aubech ies 小波尺度函数的广义高斯积分公式,

通过双尺度方程,得到具有高精度的积分公式,在

此基础上,应用外推算法,进一步提高精度,使得数

值求积达到预想的精度,重构的信号、图像非常准

确,微分方程的数值解的精度非常高 1

1　小波高斯积分法

对于D aubech ies 尺度函数 5 (x ) , 支撑域为

supp 5 (x ) = [ 0, 2N - 1 ], 令 l= 2N - 1, 同时具有

如下性质:

∫
l

0
5 (x ) dx = 1,∫

+ ∞

- ∞
5m , k (x ) 5m , i (x ) dx = ∆k i.

其中 5m , k (x ) = 2m ö25 (2m
x - k ).

Π f ∈C [a , b ],其尺度函数变换的分解与重构

定义为:

ak =〈f (x ) , 5m , k (x )〉=∫
+ ∞

- ∞
f (x ) 5m , k (x ) dx , (1)

f (x ) = 6
+ ∞

k= - ∞
ak 5m , k (x ).

有关分解系数 (1)积分计算的广义小波高斯积分定

义为:

∫
l

0
5 (x ) f (x ) dx≈ 6

n

k= 1
A k f (x k ). (2)

其中 x k ,A k 分别为高斯点和高斯积分的权系数[ 7 ]1
当 (1)式对于 f (x )取不高于 2n+ 1次的多项式能

准确成立时,则称积分公式 (2)具有 2n+ 1次代数

精度 1
定理 1　若 5 (x )为正交小波的尺度函数, 且

N > 1,则M 2= M
2
1,其中M 1,M 2 分别为尺度函数

5 (x ) 的矩
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M 1 =∫
+ ∞

- ∞
x 5 (x ) dx ,M 2 =∫

+ ∞

- ∞
x 25 (x ) dx.

证明　令 km =〈x , 5 (x ) 5 (x - m )〉,则

K m =〈x , 5 (x ) 5 (x - m )〉

=∫
+ ∞

- ∞
x 5 (x ) 5 (x - m ) dx

=∫
+ ∞

- ∞
(m + x ) 5 (x + m ) 5 (x ) dx

　　　= m∫
+ ∞

- ∞
5 (x ) 5 (x + m ) dx

　 +∫
+ ∞

- ∞
x 5 (x ) 5 (x - m ) dx

=∫
+ ∞

- ∞
x 5 (x ) 5 (x + m ) dx

= k - m ,

所以

6
m

m km =〈x , 5 (x ) 6
m

m 5 (x - m )〉= 0. (3)

因为有N > 1,由

6
m

(x - m ) p 5 (x - m ) = M p , 0≤ p ≤N ,

所以　6
m

m 5 (x - m ) = x - M 1,代入 (3)式就有　

〈x , 5 (x ) (x - M 1)〉= 0,即　〈x , x 5 (x )〉- M 1〈x ,

5 (x )〉= 0. 即　M 2= M
2
1.

设单点广义高斯公式为

∫
l

0
f (x ) 5 (x ) dx = A 1f (x 1) ,

因为∫
l

0
5 (x ) dx = 1,所以A 1 = 1 ,则

　　　∫
l

0
f (x ) 5 (x ) dx≈ f (x 1) (4)

只要取 x 1= M 1,则积分公式 (4)有 1 次代数精度,

由定理 1 知M 2= M
2
1,则积分公式 (4)有 2 次代数

精度,而M 1 由下式给出:

M 1 =∫
+ ∞

- ∞
x 5 (x ) dx

= 6
l

k= 0
h k∫

+ ∞

- ∞
x 5 (2x - k ) dx

=
1
4 6

l

k= 0

h k∫
+ ∞

- ∞
x 5 (x ) dx +

1
4 6

l

k= 0

kh k

=
1
4 6

l

k= 0
h kM 1+

1
4 6

l

k= 0
kh k

=
1
2M 1+

1
4 6

l

k= 0
kh k ,

以上用到6
l

k= 0
h k = 2,即M 1=

1
2 6

l

k= 0
kh k 1

2　基于广义小波高斯积分的小波积分法

I (f ) =∫
l

0
5 (x ) f (x ) dx , 应用双尺度方程

5 (x ) = 6
l

k= 0
h k 5 (2x - k ) 得:

I (f ) = 6
l

k1= 0

h k1∫
l

0
5 (2x - k ) f (x ) dx

=
1
2 6

l

k1= 0
h k1∫

l

0
5 (x ) f (x + k 1

2
) dx

=
1
22 6

l

k1= 0
6

l

k2= 0
h k1h k2∫

L

0
5 (x ) f ( x

22 +
k2
22 +

k 1
2

) dx

= ⋯

=
1
2p 6

l

k1, k2,⋯kp = 0
h k1h k2⋯h kp∫

1

0
5 (x ) f ( x

2p +
k1
2

　 +
k 2
22 + ⋯ +

kp
2p ) dx.

令 1
2p = h ,

k1
2

+
k 2
22 + ⋯+

kp
2p = m ,则

I (f ) = h 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1⋯h kp∫

l

0
5 (x ) f ( x

2p + m ) dx

= 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0

h k1⋯h kp∫
h l

0
5 (2p x ) f (x + m ) dx.

应用具有 2次代数精度的广义高斯公式 (4)得以下

积分公式:

I (h ) = h 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1h k2⋯h kp f (

x 1

2p +
k1
2

+
k 2
22

　　　+ ⋯+
kp
2p ) , x 1= M 1. (5)

以下令 I (f ) = I.

3　积分公式 (5)的误差估计

把 f (x + m )在 lh
2
处展开:

f (x + m ) = f ( lh
2

+ m ) + f ′(
lh
2

+ m ) (x -
lh
2

)

　+
1

2! f " ( lh
2

+ m ) (x -
lh
2

) 2

　+
1

3! f Ê( lh
2

+ m ) (x -
lh
2

) 3+ ⋯,

令　H p = 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1h k2⋯h kp ,则

I = 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1h k2⋯h kp∫

h l

0
f ( lh

2
+ m ) 5 (2p x ) dx

　 + 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1h k2⋯h kp∫

h l

0
f ′(h l

2

　+ m ) (x -
lh
2

) 5 (2p
x ) dx

　 +
1

2! 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1h k2⋯h kp∫

h l

0
f " (h l

2

　+ m ) (x -
lh
2

) 25 (x
p
x ) dx

　 +
1

3! 6
l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1h k2⋯h kp f Ê( lh

2
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　+ m ) (x -
lh
2

) 35 (2p
x ) dx + ⋯

= H p f ( lh
2

+ m ) h∫
l

0
5 (x ) dx

　 + H p f ′( lh
2

+ m ) h 2∫
l

0
(x -

l
2

) 5 (x ) dx

　 +
1

2!
H p f " ( lh

2
+ m ) h 3∫

l

0
(x -

l
2

) 25 (x ) dx

　 +
1

3!
H p f Ê( lh

2
+ m ) h 4∫

l

0
(x -

l
2

) 35 (x ) dx

　+ ⋯.

令 1
n!

f
(n) ( lh

2
+ m ) = f

(n)
1ö2,Q n = ∫

1

0
(x -

l
2

) n5 (x ) dx , K n = (x 1 -
l
2

) n , an = K n - Q n,则

I = hH p f ( lh
2

+ m ) + h
2
H p f
′
1ö2Q 1

　+ h
3
H p f

"
1ö2Q 2+ h

4
H p f

Ê
1ö2Q 3+ ⋯ (6)

应用积分公式 (4)得:

I (h ) = hH p f ( lh
2

+ m ) + h
2
H p f
′
1ö2K 1

　+ h
3
H p f

"
1ö2K 2+ h

4
H p f

Ê
1ö2K 3+ ⋯ (7)

由 (6)、(7)式得:

I (h ) = I + h
2
H p f
′
1ö2 (K 1- Q 1)

　+ h
3
H p f

"
1ö2 (K 2- Q 2)

　+ h
4
H p f

Ê
1ö2 (K 3- Q 3) + ⋯,

因为积分公式 (4)有 2次代数精度,所以

I (h ) = I + h
4
H p f

Ê
1ö2 (K 3- Q 3)

　+ h
5
H p f

(4)
1ö2 (K 4- Q 4)

　+ h
6
H p f

(5)
1ö2 (K 5- Q 5) + ⋯

= I + a3h
4
H p f

Ê
1ö2+ a4h

5
H p f

(4)
1ö2

　+ a5h
6
H p f

(5)
1ö2+ ⋯. (8)

令　∫
l

0
f

(n) (x ) 5 (x ) dx = I
(n) ,由 (6) 得:

I
(n) = hH p f

(n)
1ö2+ h

2
H p f

(n+ 1)
1ö2 Q 1

　+ h
3
H p f

(n+ 2)
1ö2 Q 2+ h

4
H p f

(n+ 3)
1ö2 Q 3+ ⋯

即

hH p f
(n)
1ö2= I

(n) - h
2
H p f

(n+ 1)
1ö2 Q 1

　- h
3
H p f

(n+ 2)
1ö2 Q 2- h

4
H p f

(n+ 3)
1ö2 Q 3- ⋯, (9)

(9)中令 n= 3代入 (8)得:

I (h ) = I + a3 I
(3)

h
3

　+ (a4- a3Q 1) h
5
H p f

(4)
1ö2

　+ (a5- a3Q 2) h
6
H p f

(5)
1ö2+ ⋯ (10)

(9)中令 n= 4代入 (10)得:

I (h ) = I + a3 I
(3)

h
3+ (a4- a3Q 1) I

(4)
h

4

　+ (a5- Q 2a3- Q 1a4+ a3Q
2
1) h

6
H p f

(5)
1ö2+ ⋯

依次下去得:

I (h ) = I + c3h
3+ c4h

4+ c5h
5+ ⋯.

其中 c3= a3 I
(3) , c4= a4- a3Q 1,⋯,这里 ck , k = 3, 4,

5,⋯与 h 无关 1于是有以下定理:

定理 2　设 f (x )∈C
∞ [0, l ],则有以下展开式

成立

I (h ) = I (f ) + c3h
3+ c4h

4+ c5h
5+ ⋯

式中 ck , k= 3, 4, 5,⋯与 h 无关 1
所以　û I (h ) - I (f ) û≤M h

3,M 为常数 1

4　外推技术提高精度

因为 I (h ) = I + c3h
3+ c4h

4+ c5h
5+ ⋯,所以

I 1 (h ) =
23

23- 1
I ( h

2
) -

1
23- 1

I (h )

= I + d 4h
4+ d 5h

5+ d 6h
6+ ⋯,

同样可得

I 2 (h ) =
24

24- 1
I 1 ( h

2
) -

1
24- 1

I 1 (h )

= I + e5h
5+ e6h

6+ e7h
7+ ⋯,

如此下去每加速一次误差的量级变提高一阶 1
记 I

k
0, k = 1, 2, 3,⋯,表示应用 k 次双尺度方程

采用具有 2次代数精度的广义小波高斯积分公式

(5)所得的积分值,以 I
k
m 表示序列{I

k
0}的m 次加速

值,则由上述加速方法得如下公式:

I
k
m =

2m + 2

2m + 2- 1
I

k+ 1
m - 1-

1
2m + 2- 1 I

k
m - 1,m = 1, 2, 3,⋯.

可以逐次构造下列用于外推的三角形数表:

I
0
0

I
1
0 I

0
1

I
2
0 I

1
1 I

0
2

I
3
0 I

2
1 I

1
2 I

0
3

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

综合以上推导,得以下的积分公式:

I
p
0 =

1
2p 6

l

k1, k2,⋯, kp = 0
h k1h k2⋯h kp f (

x 1

2p +
k1
2

+
k 2
22

+ ⋯kp
2p ) , x 1=

1
2 6

l

k= 0
kh k ,

I
k
m =

2m + 2

2m + 2- 1
I

k+ 1
m - 1-

1
2m + 2- 1 I

k
m - 1. m = 1, 2, 3,⋯.

5　数值试验

我们选D aubech ies尺度函数 5 (x ) ,N = 5,则 l= 9.

例 1　计算∫
9

0
ex 5 (x ) dx.
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表 1　例 1的三角形数表

3. 3000

3. 2454 3. 2376

3. 2383 3. 2373 3. 2372

3. 2374 3. 2372 3. 2372 3. 2372

3. 2373 3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372

3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372

3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372 3. 2372

　　û I
6
0- I

5
0û= 1. 7512e2006,

û I
0
6- I

0
5û= 2. 1316e2001.

例 2　计算∫
9

0
x 45 (x ) dx 1

表 2　例 2的三角形数表

2. 0318

1. 5239 1. 4513

1. 4604 1. 4513 1. 4513

1. 4524 1. 4513 1. 4513 1. 4513

1. 4514 1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513

1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513

1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513 1. 4513

　　û I
6
0- I

5
0û= 1. 5501e2005,

û I
0
6- I

0
5û= 8. 4710e2013.

例 3　计算∫
9

0
sin ( x

80
) 5 (x ) dx 1

表 3　例 3的三角形数表

0. 0149

0. 0149 0. 0149

0. 0149 0. 0149 0. 0149

0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149

0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149

0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149

0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149 0. 0149

û I
6
0- I

5
0û= 1. 0454e2012,

û I
0
6- I

0
5û= 1. 1262e2014.

从以上可以看出,直接利用公式 (5)精度相当高,如

继续用外推则精度更高 1
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An error estima tion of in tegra l m ethod in wavelet theory

ba sed on Gauss ian in tegra l
LON G A i2fang

(D ep t. of Compu ter Science, Sou th2cen tral U n iversity fo r N ationalit ies,W uhan 430074, Ch ina)

Abstract: Based on the Gau ssian in tegra lm ethod, u sing the sca ling funct ion of D aubech ies w avelet, an in2
tegra l m ethod is g iven. F rom som e exam p les and it’s erro r est im at ion, it is show n tha t the app roach ef2
fect is very good.
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