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图的弱罗马控制

陈越奋
1，杨 剑2*
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2．河南交通职业技术学院，河南 郑州 450005)

摘 要:图的弱罗马控制数是图的弱罗马控制函数的最小权，记为 γr ( G) ．用逻辑推理和逐步分析法，刻
画了弱罗马控制数等于最小控制数加 1 的图( 即 γr ( G) = γ( G) + 1) 的特征．
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Abstract: The weak Roman domination number of G，denoted by γr ( G) ，is the minimum weight of a weak Roman
dominating function in G． The graphs γr ( G) = γ( G) + 1 was characterized by the devices of logicality and analysis．
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0 引言
近 30 多年来，随着计算机科学和网络通讯技

术的飞速发展，图论研究也出现异常活跃的趋势，

而控制数理论也许是其中发展最快的领域．图的控
制数理论作为图论的一个重要研究方向，在相关

科学领域，例如计算机科学、通讯网络、编码理论、
运筹学以及社会学等领域具有广泛的应用．
罗马控制理论首先是由 Ian Stewart［1］提出的，

而 E． J． Cockayne［2］等给出了在一个图 G = ( V，E)
上的罗马控制函数( 简称 RDF) 的概念，在此基础
上，M． A． Henning［3］等给出了弱罗马控制函数( 简
称 WRDF) 的概念．如果函数 f: V→{ 0，1，2} 满足:
u∈V0，都存在一个顶点 v∈V1∪V2 与之相邻，并

且新函数 f': V { 0，1，2 } 不存在未防御点，其中
f'( u) = 1，f'( v) = f( v) － 1 并且

f'( w) = f( w) ，w∈V － { u，v} ，
则称函数 f是一个 WRDF．

我们定义 f的权 w( f) 为 | V1 | + 2 | V2 |，图 G 的
一个 WRDF的最小权称为弱罗马控制数，记为
γr ( G) ，即 γr ( G) = min { w ( f) | f 是图 G 的一个
WRDF} ．一个权为 γr ( G) 的 WRDF 称为 γr ( G) —
函数．
基于下面的意图给出 WRDF 定义． 如果一个

地区是不安全的( 即没有军团驻扎) ，且与之相邻

的地区也都是不安全的，则称这个地区是未防御

的． 由于不安全地区是薄弱可击的，因此要求每一
个不安全地区都与一个安全地区相邻，并且当这个

地区遭到攻击时，从相邻地区派遣军团到此防御，

不会产生未防御地区．故每一个不安全地区同样能
够进行防御．统治者通过这种方法仍然能够保卫罗
马帝国．而这种派遣军团保卫帝国的方案恰好对应
着一个 WRDF，并且最少军团数目恰好对应着
WRDF的最小权．这种方案既能节约军费又能保卫
国家，因此弱罗马控制更加实用，统治者对此高度
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重视．
本文主要刻画了弱罗马控制数等于最小控制

数加 1 的图( 即 γr ( G) = γ( G) + 1) 的特征．

1 记号

一般地，我们使用文献［4］中的记号和图论术
语．令 G = ( V，E) 是一个边集为 E，顶点集为 V 且
阶数为 n 的图，v∈V，顶点 v 的度记为 d( v) ． 顶
点 v的开邻域记为 N( v) = { u∈V | uv∈E} ，并且闭
邻域记为 N［v］= { v} ∪N( v) ． SV，它的开邻
域记为 N( S) =∪v∈SN( v) － S，并且它的闭邻域记
为 N［S］= S∪N( S) ．对于一个顶点 u，如果 N［U］
∩S = { v} ，则称它为 v 关于 S 的私有邻点，或者称
为 v的一个 S － pn．顶点 v的所有 S － pn的集合

pn( v，S) = N［v］－ N［S － { v} ］，
被称为 v关于 S的私有邻集，集合

epn( v，S) = pn( v，S) － { v}
被称为 v关于 S的外私有邻集，故集合 epn( v，S) 
V － S． 如果v∈S，pn( v，S) ≠，则集合 S 被称
为是不多余的。
设图 G = ( V，E) ，SV，如果v∈U \S 都至少

与 S中的一顶点相邻，则我们称集合 S 控制集合
U，记为 SU．如果 SV － S 或者 N［S］= V，则 S
称为 G 的一个控制集． 图 G 的最小控制集中所含
顶点的个数 ( 即基数 ) 称为最小控制数，记为

γ( G) ．基数为 γ( G) 的控制集称为 γ ( G) —集． 有
关图的控制集

［5］
理论目前已经有了很多的结论．

特别地，T． W． Haynes［4，6］等深入研究了图的控制集
理论． 在本文中，我们所研究的图均为有限的非平
凡简单图．

2 相关的已知结论
为了研究问题的方便，我们把与本文有关的结

论列到下面，以便后面使用．
引理 1［1］ 对任何图 G，γ( G) = γr ( G) 当且仅

当存在一个 γ( G) —集 S使得:
( 1) v∈S，pn( v，S) 导出一个团;
( 2) u∈V( G) － S 不是任何 S 的私有邻点，

存在一个点 v∈S，使得 pn ( v，S) ∪ { u} 导出一个
团．
引理 2［1］ 对任何图 G，

γ( G) ≤γr ( G) ≤γR ( G) ≤2γ( G) ．
引理 3［1］ 对任何图 G，γ( G) = γr ( G) 当且仅

当存在一个 γ( G) —集 S使得:

( 1) v∈S，pn( v，S) 导出一个团;
( 2) u∈V( G) － S 不是任何 S 的私有邻点，

存在一个点 v∈S，使得 pn ( v，S) ∪ { u} 导出一个
团．

3 主要结论与证明
M． A． Henning［1］等给出了弱罗马控制数与最

小控制数相同的图( 即 γ( G) = γr ( G) ) 的特征( 引
理 3) ． 我们将要刻画图 G 满足 γr ( G) = γ( G) + 1
的特征． 为此，先给出几个引理．
引理 4 对任意图 G = ( V，E) ，满足:
( a) 不存在 γ ( G) —集 S 满足: v∈S，pn ( v，

S) 导出一个团;
( b) 存在一个 γ( G) —集 S 满足:u∈S 使得

pn( u，S) 不能导出一个团，而v∈S － { u} ，pn ( v，
S) 能够导出一个团，而且w∈V － S，若它不是 S
中任何点的私有邻点，则 w与 u相邻，或者v∈S
使得 vw∈E且 pn( v，S) ∪{ w}导出一个团，则

γr ( G) = γ( G) + 1．
证明 由( a) ，再由引理 1 和引理 2 知 γr ( G)

≥γ( G) + 1．
再由( b) ，令 f = ( V0，V1，V2 ) 使得 V0 = V － S，

V1 = S － { u} ，V2 = { u} ，则显然 f 是图 G 的一个
WRDF并且

f( V) = |V1 | + 2 |V2 | = | S | + 1 = γ( G) + 1．
故 γr ( G) ≤γ( G) + 1．因此 γr ( G) = γ( G) + 1．
引理 5 对任意图 G = ( V，E) ，满足:
( a) 不存在 γ ( G) —集 S 满足: v∈S，pn ( v，

S) 导出一个团;
( b) 存在一个 γ( G) —集 S( 如图 1 ) 满足: u

∈S使得 w∈epn( u，S) 并且v∈S，设 epn( v，S) 导
出的团记为 Km1

，Km2
，…，Kmn
，都存在某个 Kmi

( 1≤i
≤n) 使得 epn( v，S) \V( Kmi

) 的每一个点都与 w 相
邻;另外，x∈V － S，若它不是 S 中任何点的私有
邻点，则要么它与 w 相邻，要么它与它相邻的上面
选择的某个 v的 Kmi构成团，则

γr ( G) = γ( G) + 1．
证明 由( a) ，再由引理 1 和引理 2 知 γr ( G)

≥γ( G) + 1．
再由( b) ，令 f = ( V0，V1，V2 ) 使得 V0 = V － S∪

{ w} ，V1 = S∪{ w} ，V2 =，则易证 f 是图 G 的一
个 WRDF并且

f( V) = |V1 | = | S | + 1 = γ( G) + 1．
故 γr ( G) ≤γ( G) + 1．因此 γr ( G) = γ( G) + 1．
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图 1 有限的简单图
Fig． 1 Finite and simple graphs

引理 6 对任意图 G = ( V，E) ，满足:
( a) 不存在 γ ( G) —集 S 满足: u∈V － S，若

它不是 S中任何点的私有邻点，v∈S使得 uv∈E
且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团;
( b ) 存在一个 γ ( G ) —集 S 满足: v∈ S，

pn( v，S) 导出一个团，并且u∈V － S，若它不是 S
中任何点的私有邻点，则不存在 v∈S，使得 uv∈E
且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团，但是w∈V － S，w
≠u且它不是 S中任何点的私有邻点，v∈S 使得
wv∈E且 pn( v，S) ∪{ w}导出一个团，则

γr ( G) = γ( G) + 1．
证明 由( a) ，再由引理 1 和引理 2 知 γr ( G)

≥γ( G) + 1．
再由( b) ，令 f = ( V0，V1，V2 ) 使得

V0 = V － S∪{ u} ，V1 = S∪{ u} ，V2 =，
则易证 f是图 G的一个 WRDF并且

f( V) = |V1 | = | S | + 1 = γ( G) + 1．
故 γr ( G) ≤γ( G) + 1．因此 γr ( G) = γ( G) + 1．
引理 7 对任意图 G = ( V，E) ，满足:
( a) 不存在 γ ( G) —集 S 满足: u∈V － S，若

它不是 S中任何点的私有邻点，v∈S使得 uv∈E
且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团;
( b) γ( G) —集 S ( 如图 2 ) 满足: 至少u，v

∈S，使得 wu，wv∈E 且 w∈V － S，并且x∈S，设
epn( x，S) 导出的团记为 Km1

，Km2
，…，Kmn
，都存在某

个 Kmi
( 1≤i≤n) 使得 epn( x，S) \V( Kmi

) 的每一个

点都与 w相邻;另外，y∈V － S，若它不是 S 中任
何点的私有邻点，则要么它与 w 相邻，要么它与它
相邻的上面选择的某个 x的 Kmi构成团，则

γr ( G) = γ( G) + 1．
证明 由( a) ，再由引理 1 和引理 2 知

γr ( G) ≥γ( G) + 1．
再由( b) ，令 f = ( V0，V1，V2 ) 使得

V0 = V － S∪{ w} ，V1 = S∪{ w} ，V2 =，
则易证 f是图 G的一个 WRDF并且

f( V) = |V1 | = | S | + 1 = γ( G) + 1．

故 γr ( G) ≤γ( G) + 1． 因此 γr ( G) = γ( G) + 1．

图 2 有限的简单图
Fig． 2 Finite and simple graphs

引理 8 对任意图 G = ( V，E) ，满足:
( a) 不存在 γ ( G) —集 S 满足: u∈V － S，若

它不是 S中任何点的私有邻点，v∈S使得 uv∈E
且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团;
( b) 存在 γ ( G) —集 S 满足: v∈S，pn ( v，S)

导出一个团，并且u∈S，使得w∈V － S，若它
不是 S中任何点的私有邻点，则要么它与 u 点相
邻，要么v∈S使得 wv∈E 且 pn ( v，S) ∪{ w} 导
出一个团，则

γr ( G) = γ( G) + 1．
证明 由( a) ，再由引理 1 和引理 2 知

γr ( G) ≥γ( G) + 1．
再由( b) ，令 f = ( V0，V1，V2 ) 使得

V0 = V － S，V1 = S － { u} ，V2 = { u} ，
则易证 f是图 G的一个 WRDF并且

f( V) = |V1 | + 2 |V2 | = | S | + 1 = γ( G) + 1．
故 γr ( G) ≤γ( G) + 1． 因此 γr ( G) = γ( G) + 1．
引理 9 设 f = ( V0，V1，V2 ) 是图 G 的一个

γr ( G) —函数． 设 S = V1∪V2，则v∈V1，pn( v，S)
导出一个团．
证明 设 f = ( V0，V1，V2 ) 是图 G 的一个

γr ( G) —函数．v∈V1，设 u，w∈epn( v，S) ，则 u，w
∈V － S = V0 ． 由于 v是 S 中唯一与 u 相邻的顶点，
因此从 v到 u调动一个军团不会产生未防御点，即
函数 fu = ( V0，V1，V2 ) = ( V0∪{ v} \ { u} ，V1∪{ u} \
{ v} ，V2 ) 没有未防御点． 但是由于 N ( w ) ∩ ( S －
{ v} ) =，则必有 uw∈E．
因此 epn( v，S) 导出一个团，从而 pn( v，S) 导出

一个团．
注意到任意一个极小控制集都是一个极大不

多余集
［3］，但是反之不然．例如，显然图 C5 中任意

两个相邻的点集都构成极大不多余集，但是它却不

是控制集．因此，有下面的结论成立．
引理 10 每一个非极小控制集 S 一定是多余

集，即v∈S，使得 pn( v，S) =．
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定理 1 对任意图 G = ( V，E) ，γr ( G) = γ( G)
+ 1 的充分必要条件是下面两个条件之一成立:

Case1．
( a) 不存在 γ ( G) —集 S 满足: v∈S，pn ( v，

S) 导出一个团;
( b) 下面两个条件之一成立:
( b1) 存在一个 γ ( G) —集 S 满足: u∈S 使

得 pn ( u，S ) 不能导出一个团，而v∈ S － { u} ，
pn( v，S) 能够导出一个团，而且w∈V － S，若它不
是 S 中任何点的私有邻点，则 w 与 u 相邻，或者
v∈S使得 vw∈E且 pn( v，S) ∪{ w}导出一个团;
( b2) 存在一个 γ( G) —集 S( 如图 1) 满足:u

∈S使得 w∈epn( u，S) 并且v∈S，设 epn( v，S) 导
出的团记为 Km1

，Km2
，…，Kmn
，都存在某个 Kmi

( 1≤i
≤n) 使得 epn( v，S) \V( Kmi

) 的每一个点都与 w 相
邻;另外，x∈V － S，若它不是 S 中任何点的私有
邻点，则要么它与 w 相邻，要么它与它相邻的上面
选择的某个 v的 Kmi构成团;

Case2．
( a) 不存在 γ ( G) —集 S 满足: u∈V － S，若

它不是 S中任何点的私有邻点，v∈S使得 uv∈E
且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团;
( b) 下面 3 个条件之一成立:
( b1) 存在一个 γ ( G ) —集 S 满足: v∈ S，

pn( v，S) 导出一个团，并且u∈V － S，若它不是 S
中任何点的私有邻点，则不存在 v∈S，使得 uv∈E
且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团，但是w∈V － S，w
≠u且它不是 S中任何点的私有邻点，v∈S 使得
wv∈E且 pn( v，S) ∪{ w}导出一个团;
( b2) γ( G) —集 S 满足:至少u，v∈S，使

得 wu，wv∈E且 w∈V － S，并且x∈S，设 epn( x，
S) 导出的团记为 Km1

，Km2
，…，Kmn
，都存在某个 Kmi

( 1≤i≤n) 使得 epn( x，S) \V( Kmi
) 的每一个点都与

w相邻;另外，y∈V － S，若它不是 S 中任何点的
私有邻点，则要么它与 w 相邻，要么它与它相邻的
上面选择的某个 x的 Kmi构成团;

( b3) 存在 γ( G) —集 S 满足:v∈S，pn( v，S)
导出一个团，并且u∈S，使得w∈V － S，若它
不是 S中任何点的私有邻点，则要么它与 u 点相
邻，要么v∈S使得 wv∈E 且 pn ( v，S) ∪{ w} 导
出一个团．
证明 ( ) 由引理 4、引理 5、引理 6、引理 7、

引理 8 直接推得．
( ) 若 γr ( G) = γ( G) + 1，设 f = ( V0，V1，V2 )

是图 G的一个 γr ( G) —函数，则
f( V) = |V1 | + 2 |V2 | = γr ( G) = γ( G) + 1．

因此，f的权分配只有下面两种方式:
( 1) |V1 | = γ( G) + 1 并且 |V2 | = 0;
( 2) |V1 | = γ( G) － 1 并且 |V2 | = 1．
事实上，任何其他的分配方式均会导致 | V1 | +

|V2 | ＜ γ( G) ，矛盾．
如果( 1) 成立，则 |V2 | = 0，因此可设
f = ( V0，V1，V2 ) = ( V － V1，V1，) ，

则 f( V) = | V1 | = γr ( G) = γ( G) + 1． 由引理 9 知，
v∈V1，pn( v，V1 ) 导出一个团．
因为 f 是 γr ( G) —函数，则u∈V － V1，若它

不是 V1 中任何点的私有邻点，v∈V1 使得 pn( v，
V1 ) ∪{ u}导出一个团 ( 事实上，设 u∈V － V1，即 u
∈V0，且它不是 V1 中任何点的私有邻点，则 u 必须
与一个顶点 v∈V1 相邻，且调动军团从 v 到 u 时不
会产生未防御点，因此 upn( v，V1 ) ． 故pn( v，V1 )

∪{ u}导出一个团．
注意到 V1V － V1，并且

|V1 | = γ( G) + 1 ＞ γ( G) ．
由引理 10 知存在唯一 w∈V1，使得

pn( w，V1 ) =，
则下面分为 4 种情形进行讨论:
( 1． 1) w与 V1 中唯一的一点 u相邻，还与 V －

V1 中的点有边相连;

( 1． 2) w与 V1 中至少两点 u，v 相邻，还与 V
－ V1 中的点有边相连;

( 1． 3) w与 V1 中唯一的一点 u相邻，而与 V －
V1 中的点无边相连;

( 1． 4) w与 V1 中至少两点 u，v相邻，而与 V －
V1 中的点无边相连;

如果情形( 1． 1) 成立，则令 S = V1 － { w} ，显然
S是 G的一个控制集，又 | S | = |V1 | － 1 = γ( G) ，所
以 S是一个 γ( G) —集．
注意到v∈V1，pn ( v，V1 ) 导出一个团，记为

Kmi
，则 V( Kmi

) pn( v，S) ．又由于 pn( w，V1 ) =，

设 w与 V － V1 中相邻的点的集合记为N( w) ( 由已
知N( w) ≠) ，则x∈N( w) ，至少存在一点 y∈
V1 － { w}使得 x∈N( y) ． 因此

v∈S，pn( v，S) \V( Kmi
) N( w) ，

即它们都与 w相邻，又 w只与 V1 中 u相邻，所以 w
∈pn( u，S) ，并且不存在一个 γ( G) —集 S 使得v
∈S，pn( v，S) 导出一个团．
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又注意到y∈V － V1，若它不是 V1 中任何点

的私有邻点，x∈V1 使得 xy∈E 且 pn ( x，V1 ) ∪
{ y}导出一个团．所以y∈V － S，若它不是 S 中任
何点的私有邻点，则要么它与 w 相邻，要么它与它
相邻的某个 x∈S的 pn( x，S) 的某个 Kmi构成团．
故 Case1 的( a) 和( b2) 成立，
如果情形( 1． 2) 成立，则令 S = V1 － { w} ，显然

S是 G的一个控制集，又 | S | = |V1 | － 1 = γ( G) ，所
以 S是一个 γ( G) —集．
注意到v∈V1，pn ( v，V1 ) 导出一个团，记为

Kmi
，则 V ( Kmi

) pn ( v，S) ． 又由于 pn ( w，V1 ) =

，设 w 与 V － V1 中相邻的点的集合记为N ( w )
( 由已知N( w) ≠) ，则x∈N( w) ，至少存在一
点 y∈V1 － { w}使得 x∈N( y) ．

因此v∈S，pn( v，S) \V( Kmi
) N( w) ，即它们

都与 w相邻．又由于 w与 V1 中至少两点 u，v相邻，
则 w不是 S 中任何点的私有邻点，并且显然也不
存在 γ( G) —集 S满足:u∈V － S，若它不是 S 中
任何点的私有邻点，v∈S 使得 uv∈E 且pn( v，S)
∪{ u}导出一个团．
又注意到y∈V － V1，若它不是 V1 中任何点

的私有邻点，x∈V1 使得 pn( x，V1 ) ∪{ y} 导出一
个团．所以y∈V － S，若它不是 S 中任何点的私
有邻点，则要么它与 w相邻，要么它与它相邻的某
个 x∈S的 pn( x，S) 的某个 Kmi构成团．
故 Case2 的( a) 和( b2) 成立．
如果情形( 1． 3) 成立，则令 S = V1 － { w} ，显然

S是 G的一个控制集，又 | S | = |V1 | － 1 = γ( G) ，所
以 S是一个 γ( G) —集．
注意到v∈V1，pn( v，V1 ) 导出一个团，又由于

w与 V － V1 中的点无边相连，所以v∈V1 － { w，
u} = S － { u} ，pn ( v，S ) 导出一个团，并且 w∈
epn( u，S) ，而 pn( u，S) 不能导出一个团( 事实上，w
与 epn( u，V1 ) 无边相连) ，且显然不存在 γ( G) —集
S满足:v∈S，pn( v，S) 导出一个团．
又注意到y∈V － V1，若它不是 V1 中任何点

的私有邻点，x∈V1 使得 pn( x，V1 ) ∪{ y} 导出一
个团．又 w与 V － V1 中的点无边相连，所以y∈V
－ S，若它不是 S 中任何点的私有邻点，x∈S 使
得 xy∈E且 pn( x，S) ∪{ y}导出一个团．
故 Case1 的( a) 和( b1) 成立．
如果情形( 1． 4) 成立，则令 S = V1 － { w} ，显然

S是 G的一个控制集，又 | S | = |V1 | － 1 = γ( G) ，所

以 S是一个 γ( G) —集．
注意到v∈V1，pn( v，V1 ) 导出一个团，又由于

w与 V － V1 中的点无边相连，所以v∈V1 － { w} =
S，pn( v，S) 导出一个团，又由于 w 与 V1 中至少两

点 u，v相邻，所以 w 不是 S 中任何点的私有邻点，
并且不存在 x∈S 使得 pn ( x，S) ∪ { w} 导出一个
团．另外，显然也不存在 γ( G) —集 S 满足:u∈V
－ S，若它不是任何 S 中点的私有邻点，v∈S 使
得 uv∈E且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团．
又注意到y∈V － V1，若它不是 V1 中任何点

的私有邻点，x∈V1 使得 pn( x，V1 ) ∪{ y} 导出一
个团．又 w与 V － V1 中的点无边相连，所以y∈V
－ S，y≠w，若它不是 S 中任何点的私有邻点，x
∈S使得 xy∈E且 pn( x，S) ∪{ y}导出一个团．
故 Case2 的( a) 和( b1) 成立．
若方式( 2) 成立，即 |V1 | = γ( G) － 1 并且 | V2 |

= 1，则 |V1∪V2 | = |V1 | + |V2 | = γ( G) ，所以 V1∪
V2 是一个 γ( G) —集．
由引理 9 知，v∈V1，pn( v，V1∪V2 ) 导出一个

团，又由于 f是一个 γr ( G) —函数并且 V2 = { w} ≠
，则下面分为两种情形进行讨论:
( 2． 1) pn ( w，V1∪V2 ) 导出一个团，且u∈

V0，若它不是 V1∪V2 中任何点的私有邻点，则 u 要
么与 w 相邻，要么v∈ V1∪ V2 使得 uv∈E 且
pn( v，V1∪V2 ) ∪{ u}导出一个团．
( 2． 2) pn( w，V1∪V2 ) 不能导出一个团，并且

u∈V0，若它不是 V1∪V2 中任何点的私有邻点，

则 u 要么与 w 相邻，要么v∈V1 使得 uv∈E 且
pn( v，V1∪V2 ) ∪{ u}导出一个团．
如果情形( 2． 1) 成立，则u∈V0，且它不是 V1

∪V2 中任何点的私有邻点，使得 u 只与 w 相邻，另
外，不存在一点 v∈V1 使得 uv∈E且 pn( v，V1∪V2 )

∪{ u}导出一个团( 否则 f = ( V0，V1∪{ w} ，) 是 G
的一个 WRDF，并且 w( f) = |V1∪{ w} | = γ( G) ，所
以 γr ( G) ≤γ( G) ，矛盾) ．
因此，不存在 γ ( G) —集 S 满足: u∈V － S，

若它不是 S中任何点的私有邻点，v∈S 使得 uv
∈E且 pn( v，S) ∪{ u}导出一个团．
故 Case2 的( a) 和( b3) 成立．
如果情形( 2． 2 ) 成立，则显然不存在 γ ( G) —

集 S满足:v∈S，pn( v，S) 导出一个团．
故 Case1 的( a) ，( b1) 成立．
综合( 1) 和( 2) 结论得证．
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