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关于一维稳态黏性量子流体动力学模型的一个注记

董建伟* ，娄光谱
( 郑州航空工业管理学院 数理系，河南 郑州 450015)

摘 要:研究一维稳态黏性量子流体动力学等温模型，证明了当规模普朗克常数趋于零时，模型的解收敛
于无量子项的黏性流体动力学模型的解．该证明需要得到关于解的平方根的一个新的估计，此估计显然在以前
的文献［4-5］中没有得到，由此给出了关于量子项的一致控制，从而可使解取极限． 此极限过程描述了从量子
力学到经典牛顿力学的一个关系．
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A Note on One-dimensional Stationary Viscous Quantum Hydrodynamic Model
Dong Jianwei* ，Lou Guangpu

( Department of Mathematics and Physics，Zhengzhou Institute of Aeronautical Industry Management，Zhengzhou 450015，China)

Abstract: The isothermal，stationary，one-dimensional viscous quantum hydrodynamic model was studied． It is
shown that the solution of the model converges to the one of the viscous hydrodynamic model in which the quantum term
is no more present as the scaled Planck constant tends to zero． The proof requires a new estimate on the square root of
the solution，apparently not available in the previous Refs．［4-5］． A uniform control on the quantum term which allows
the solution to the limit was given． This limiting process describes the relations between quantum mechanics and classi-
cal Newtonian mechanics．
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0 引言

在纳米半导体器件的模拟中，半导体量子模型

变得越来越重要［1］． 此类模型包括宏观量子模型

和微观量子模型． 宏观量子模型包括量子流体动

力学模型、量子漂移 -扩散模型和量子能量传输模

型． 它们的优点在于可以直接描述物理可测量的动

态发展，以便于模拟量子现象． 另外，在半古典极

限过程中，宏观量子量( 例如浓度、动量和温度) 在

某种意义下收敛于牛顿流体力学中相应的量［2］．
黏 性 量 子 流 体 动 力 学 模 型 可 以 从 Wigner-
Fokker-Planck 方程中推导出［3－4］．

本文研究一维稳态黏性量子流体动力学等温

模型［4］:

Jx = νnxx， ( 1)

( J
2

n ) x + Tnx － nVx － ε2

6 n(
(槡h) xx

槡n
) x =

－ J
τ

+ vJxx， ( 2)

λ2Vxx = n － C( x) in ( 0，1) ， ( 3)

这里: 电子浓度 n、电流密度 J 和静电场位势 V 是未知

量; C( x) 表示带电粒子杂质; 温度 T ＞ 0 是常数; 物理

参数 ε，ν，λ ＞ 0 分别为规模普朗克常数、黏性常数和

规模德拜长度; τ ＞ 0表示动量松弛时间． 文献［5］在

下列边界条件下对模型 ( 1) -( 3) 进行了研究:

n( 0) = n( 1) = 1，nx ( 0) = nx ( 1) = 0，
V( 0) = V0，J( 0) = J0，

V0 = － ( 2ν2 + ε2

2 ) (槡n) xx ( 0) +
J20
2 ．

对于较小的电流密度得到了解的存在性和唯一

性． 后来，Ansgar Jungel 和 Josipa Pina Milisic［4］ 去

掉了电流密度充分小这一条件，把解的存在性结果

推广到了下列边界条件情形:

n( 0) = n( 1) = 1，
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nx ( 0) = nx ( 1) ，nxx ( 0) = nxx ( 1) ， ( 4)

V( 0) = 0，V( 1) = U． ( 5)

但在文献［4］和［5］中没有得到解的半古典极限结

果，本文我们给出这样一个结果．
众所周知，研究半导体量子模型的半古典极限

是非常重要的． 在半导体器件的模拟中，器件的尺

寸非常小，这使得规模参数 ε非常小． 一般地，参数 ε
可表示为［4］:

ε2 = h2

kBT0mL
2，

这里的物理参数分别为约化普朗克常数 h、波兹曼

常数 kB、周围介质温度 T0、电子质量 m 和特征器件

长度 L． 因此研究当 ε 趋于零时黏性量子流体动力

学模型宏观量的渐近逼近是十分重要的．
近来，对瞬态黏性量子流体动力学模型的研究

成为一个热点［6－11］．

1 一致估计

首先给出下列估计:

引理 1［4］ 设( nε，Jε，Vε ) ∈ H4 ( 0，1) × H3 ( 0，

1) × H2 ( 0，1) 是当 ε ＞ 0 时问题 ( 1) -( 5) 的一个

解，使得在( 0，1) 中 nε ＞ 0，那么存在 c ＞ 0 使得

∫
1

0
(

( Jεxnε － Jεnεx )
2

n3
ε

+

ε2

3 ( n槡 ε ) 2
xx + ε2

144
n4
εx

n3
ε

) dx +

∫
1

0
(
n2
ε

4λ2 + 4( T + v
τ

) ( n槡 ε ) 2
x +

J20
ντnε

) dx≤ cν －2， ( 6)

这里 c 与 ε 无关．

由引理 1 可以看出∫
1

0
( n槡 ε ) 2

xxdx 的估计依赖于

ε． 下面将得到∫
1

0
( n槡 ε ) 2

xxdx 与 ε 无关的一致估计．

若设 Jε = nεuε，这里 uε 表示电子速度，则( 6) 式中

的第一个积分可以写成∫
1

0
nεu

2
εxdx( 见文献［4］) ，因

此

∫
1

0
nεu

2
εxdx≤ cv－2， ( 7)

这里 c ＞ 0 与 ε 无关． 由( 7) 式，可以得到如下一致

估计:

引理 2 设( nε，Jε，Vε ) ∈ H4 ( 0，1) × H3 ( 0，1)

× H2 ( 0，1) 是问题( 1) -( 5) 的一个解，则存在一个常

数 c ＞ 0，使得

∫
1

0
( n槡 ε ) 2

xxdx + 1
48∫

1

0

n4
εx

n3
ε

dx≤ cν －4， ( 8)

这里 c 与 ε 无关．

证明 用
( n槡 ε ) xx

n槡 ε

作为式( 1) 的试验函数，得
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0
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利用分部积分和 Young 不等式，得
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∫
1
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1
4 ∫
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dx． ( 10)

因为

( n槡ε ) xx

n槡ε

nεxx =
2( n槡ε ) xx ( n槡ε ) 2

x

n槡ε

+ 2( n槡ε ) 2
xx，

∫
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2( n槡ε ) xx ( n槡ε ) 2
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3 ∫

1

0

( ( n槡ε ) 3
x ) x

n槡ε
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－ 2
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1
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x ( 1
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24∫
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所以

ν∫
1

0
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( n槡 ε ) 2

xxdx + ν
24∫

1
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由 ( 9) -( 11) 式和( 7) 式，得

ν∫
1

0
( n槡 ε ) 2

xxdx + ν
48∫
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n4
εx

n3
ε

dx≤

1
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从而式( 8) 成立． 证毕．
注 1 需要强调指出的是，估计解的平方根的

这种方法也适用于一维瞬态黏性量子流体动力学模

型［11］ 和多维瞬态黏性量子欧拉模型［12］．

2 半古典极限

定理 1 设 C( x) ∈ L2 ( 0，1) ，U∈ R，( nε，Jε，
Vε ) 是当 ε ＞ 0 时问题 ( 1) -( 5) 的一个解 ( 解的存

在性在文献［4］中已经得到了证明) ，则当 ε→0 时，

nε → n weakly in H2 ( 0，1) ， ( 12)

Vε → V weakly in H2 ( 0，1) ， ( 13)

Jε → J weakly in H1 ( 0，) ， ( 14)

且( n，J，V) 是下列问题的一个解

Jx = vnxx，

( J
2

n ) x + Tnx － nVx = － J
τ

+ νJxx，

λ2Vxx = n － C( x) in ( 0，1) ，

n( 0) = n( 1) = 1，nx ( 0) = nx ( 1) ，

nxx ( 0) = nxx ( 1) ，

V( 0) = 0，V( 1) = U．
证明 由引理 1 和引理 2，可以得到一致估计

‖ n槡 ε‖H2( 0，1) ≤ c，
这里 c ＞ 0 与 ε 无关． 利用

n'εx = 2 n槡 ε ( n槡 ε ) x，

nεxx = 2( n槡 ε ) 2
x + 2 n槡 ε ( n槡 ε ) xx

和嵌入 H2 ( 0，1)  W1，∞ ( 0，1) ，H2 ( 0，1)  L∞ ( 0，

1) ，有‖nε‖H2( 0，1) ≤ c，所以式( 12) 成立． 再由式

( 1) 和( 3) 可以推出式 ( 13) 和( 14) 成立．

由‖ n槡 ε‖H2( 0，1) 的一致估计，可以得到nε 的一

致正的下界［4］． 因为

nε (
( n槡ε ) xx

n槡ε

) x = ［ n槡ε ( n槡ε ) xx］x － ［( n槡ε ) 2
x］x，

所以对任何试验函数∈ L2 ( 0，1) 和φ∈H1
0 ( 0，1) ，

有

∫
1

0
Jεxdx = ν∫

1

0
nεxxdx，
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再由( 12) -( 14) 式知，当 ε→ 0 时，有

∫
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0
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－ ∫
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λ2∫
1

0
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1

0
( n － C( x) ) dx．

定理 1 证毕．

3 结束语

本文研究了一维稳态黏性量子流体动力学等温

模型解的半古典极限，在前人研究工作的基础上得

到了关于模型解的平方根的一个新估计，从而证明

了当规模普朗克常数趋于 0 时，其模型的解收敛于

经典黏性流体动力学模型的解．
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