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摘 要:针对捕食系统中存在的合作狩猎现象,
 

建立了一类具有合作狩猎的捕食者-食饵模型。
 

为了避免

特定区域捕食者数量过大导致短时间内食饵资源短缺问题,
 

通过对捕食者群体数量进行限定及控制,
 

建立了

基于反馈控制的合作狩猎捕食者-食饵模型。
 

首先,
 

分析了连续系统的动力学行为,
 

讨论了合作狩猎因子对系

统正平衡态存在性及稳定性的影响;
 

其次,
 

利用后继函数方法及类Poincaré准则,
 

讨论了反馈控制系统阶1
周期解的存在性和稳定性;

 

最后,
 

利用 MATLAB进行了数值模拟,
 

对主要研究结果进行了验证。
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Abstract:Aiming
 

at
 

the
 

cooperative
 

hunting
 

phenomenon
 

in
 

predator
 

system,
 

a
 

predator-prey
 

model
 

with
 

cooperative
 

hunting
 

is
 

established.
 

In
 

order
 

to
 

avoid
 

the
 

shortage
 

of
 

prey
 

resources
 

in
 

a
 

short
 

time
 

due
 

to
 

the
 

large
 

number
 

of
 

predators
 

in
 

a
 

specific
 

area,
 

a
 

cooperative
 

hunting
 

predator-prey
 

model
 

based
 

on
 

feedback
 

control
 

is
 

established
 

by
 

limiting
 

and
 

controlling
 

the
 

number
 

of
 

predator
 

groups.
 

Firstly,
 

the
 

dynamic
 

behavior
 

of
 

the
 

continuous
 

system
 

is
 

analyzed,
 

and
 

the
 

influence
 

of
 

cooperative
 

hunting
 

factors
 

on
 

the
 

existence
 

and
 

stability
 

of
 

the
 

positive
 

equilibrium
 

state
 

is
 

discussed.
 

Secondly,
 

the
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and
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of
 

order-1
 

periodic
 

solutions
 

for
 

feedback
 

control
 

systems
 

are
 

discussed
 

by
 

using
 

the
 

method
 

of
 

successor
 

function
 

and
 

analogue
 

of
 

Poincaré
 

criterion.
 

Finally,
 

MATLAB
 

is
 

used
 

for
 

numerical
 

simulation
 

to
 

verify
 

the
 

obtained
 

main
 

research
 

results.
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0 引言

在自然界中,捕食过程是促进生命进化、维持

生态平衡和生物多样性的重要环节。在狩猎的背

景下,合作可以简单地意味着两个或两个以上的个

体为了一个共同的目标而一起行动,以提高他们的

适合度。与个体狩猎相比,合作狩猎能够提高捕获

猎物的成功率,降低捕食者受伤的概率,甚至是增

加捕获到比自身更大食物的机会。不同类型的捕

食者会根据其移动能力、社交技能、沟通能力、认知

能力、猎物类型等采取不同的策略,比如狼、狮子、
野狗等,经常会以合作和集体的方式攻击孤立的或

分组的猎物;其他的生物体,如鸟类、蚂蚁、蜘蛛以

及一些水生生物体,也会合作寻找和攻击猎物[1]。
关于合作狩猎行为,一些学者从数学模型角度

进行了刻画[2-3],并与Allee效应[4]、恐惧效应[5]等

结合起来进行了研究。例如,DUARTE等[2]研究

了具有合作狩猎的食物链种群动态。PATI等[3]

研究了一类具有合作狩猎的非线性离散捕食者-食
饵模型,并指出捕食者群体内在的合作狩猎显著地

改变了模型的动态行为。ALVES等[4]研究了捕

食者合作狩猎的Lotka-Volterra模型,讨论了合作

狩猎对捕食者-食饵模型动力学的影响,并揭示了

合作狩猎对捕食者的Allee效应。PAL等[5]研究
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了捕食者-食饵模型中合作狩猎与恐惧的影响,并
指出合作狩猎会破坏捕食者-食饵系统的稳定性,
使食饵产生恐惧心理从而导致其出生率下降,并且

会诱导捕食者种群产出强烈的Allee效应。
捕食者种群内在的合作狩猎确实有助于提高

捕食者捕获猎物的成功率,这对一些种群来说确实

有利于其生存。但另一方面,若系统中捕食者数量

超过一定限度,那么捕食者的合作狩猎会导致系统

稳态时食饵数量减少,如果合作狩猎强度大甚至会

导致原系统失衡而呈现一定的周期震荡。为了避

免此种情况的发生,需要对特定区域的捕食者种群

数量加以限定,当捕食者数量达到限定值时,采取

一定的控制措施(人为捕获、区域分流等),使得区

域内捕食者数量低于限定值。针对这样的瞬时控

制系统,近年来,许多学者借助于半连续动力系统

理论[6]对不同背景的生物模型进行了研究[7-11]。
本文从控制捕食者数量角度出发,结合其内在

的合作狩猎行为,研究一类具有合作狩猎的捕食

者-食饵模型,并分析合作狩猎对系统动力学性态

产生的影响。同时,依据实际区域捕食者数量变化

提出状态依赖反馈控制措施,为种群生物多样性提

供理论支持。

1 模型建立

经典的Lotka-Volterra捕食者-食饵模型的一

般形式为:

dx
dt=xB

(x)-D(x,y)y,

dy
dt=cD

(x,y)y-m(y)y,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

其中:x=x(t)和y=y(t)分别代表食饵和捕食者

在t时刻的种群密度,B(x)为食饵种群的增长率,

D(x,y)为功能性反应函数,c为食饵到捕食者的

转化率,m(y)为捕食者的死亡率。
考虑Logistic型增长率、Holling-II型功能反

应函数及固定捕食者死亡率,即B(x)=rx(1-x/
K),D(x,y)=bx/(1+hx),m(y)=m。此外,为
进一步考虑捕食者种群内部的合作狩猎行为,令α
表示合作因子,则αy 为合作狩猎诱导的捕食率增

加项,于是模型(1)转化为

dx
dt=rx

(1-
x
K
)-(b+αy)

xy
1+hx

,

dy
dt=c

(b+αy)
xy
1+hx-my,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

其中:r 和K 分别为食饵种群的内禀增长率和环

境容纳量,b 表示捕食者个体捕食率,α 为合作因

子(强度或比例),h 表示捕食者捕获单一食饵的时

间,c表示从食饵到捕食者转化的转化率,m 为捕

食者的自然死亡率。
为了避免捕食者种群数量过大导致短时间内

食饵资源短缺问题,考虑对固定区域的捕食者群体

数量进行控制。设定区域内捕食者数量上限(分流

阈值)yT,即当捕食者种群数量达到阈值yT 时,人
为辅助部分捕食者扩散(迁移),过程中可能会涉及

部分食饵种群。记p 和q 分别为食饵和捕食者种

群的扩散系数。同时,为了提供捕食者种群更多食

物,投放一定数量的食饵,记为τ。基于以上控制

措施,建立如下状态反馈控制系统:

dx
dt=rx

(1-
x
K
)-(b+αy)

xy
1+hx

,

dy
dt=c

(b+αy)
xy
1+hx-my

,

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 y

<yT,

Δx=-px+τ,

Δy=-qy,  y=yT。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

基于模型的生物学意义,所有参数均非负,限
定研究的区域为Ω0={(x,y)|0≤x≤K,y≥0}。

2 动力学性态分析

首先,对连续动力系统(2)进行分析,讨论合作

狩猎因子对系统(2)平衡态存在性的影响;其次,对
系统(3)进行分析,探讨反馈控制作用下系统(3)阶

1周期解的存在性和稳定性。

2.1 系统(2)定性分析

为表述方便,对于0≤x≤K,定义

f(x,y)=r(1-
x
K
)-(b+αy)

y
1+hx

,

g(x,y)=c(b+αy)
x

1+hx-m,

y1(x)=
rc
mx(1-

x
K
),

y2(x)=
m-(bc-hm)x

cx
,

α(x)=
m2K+(hm-bc)mKx

rc2x2(K-x)
。

记

ymax=max{y|f(x,y)=0},α
-=

y2(K)
ymax

。

若h≥bc/m,则对于0≤α≤α-,有y→0,即捕

食者种群最终趋于灭绝。因此,从系统持久性的角

度考虑,以下假定bc/2m<h<bc/m。
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2.1.1 平衡态的存在性

系统(2)始 终 存 在 两 个 平 衡 态:E0(0,0),

EK(K,0)。当K<K<K 时,记

αmin=αK+3K-
 
(9K-K)(K-K)  /4,

这里K=1/h,K=m/(bc-hm)。

定理1 当条件(H1-1):K=K,α>0;或(H1-
2):K>K,α≥0;或(H2-1):K<K<K,α=αmin

时,系统(2)存在唯一的正平衡态。
当(H2-2):K<K<K,ha>αmin 时,系统(2)

存在两个正平衡态;当(H2-3):
 

K<K<K,0≤
α<αmin 时,系统(2)不存在正平衡态。

证明 设E*(x*,y*)为系统(2)的正平衡

态,则x*和y*同时满足

f(x*,y*)=0,
 

g(x*,y*)=0。
这意味着y2(x*)=αy1(x*),即x* 为y2(x)=
αy1(x)在 区 间 [0,K]内 的 实 根。此 外,由

y2(x)=0可得x=K。
对于情况(H1-1)及(H1-2),y2(x)=αy1(x)

在区间[0,K]内有且仅有一个实根,即系统(2)存
在唯一的正平衡态。

对于 情 况 (H2-1)—(H2-3),由 y2 (x)=
αy1(x)可得α=α(x)。显然,对于0<x<K,有
α(x)>0。对α(x)求导并令α'(x)=0,可得

x1,2=
K+3K∓

 
(9K-K)(K-K)
4

。

容易验证,x1<K,x2>K。当x→0或x→+
�时,有α(x)→+�,因此,α(x)在x=x1 处取得

最小值αmin。当α>αmin 时,y2(x)=αy1(x)在区

间[0,K]有两个实根,即系统(2)存在两个正平衡

态;当α=αmin 时,y2(x)=αy1(x)在区间[0,K]有
唯一的实根,即系统(2)存在唯一的正平衡态;当
0≤α<αmin 时,y2(x)=αy1(x)在区间[0,K]没有

实根,即系统(2)不存在正平衡态。证毕。
综合以上分析可知,食饵种群的环境容纳量

K 与捕食者的合作狩猎因子α 均会对系统(2)产
生影响。当 K≥K 时,合作狩猎会导致系统稳态

时食饵数量减少;而当K<K<K 时,则存在合作

狩猎强度的一个临界值αmin,当合作狩猎因子低于

该临界值αmin 时,不改变原系统的动力学性态,即
捕食者种群最终趋于灭绝;当合作狩猎强度达到或

者超过该临界值αmin 时,捕食者通过合作猎取更多

的猎物实现了与食饵种群共存,即系统(2)存在正

平衡态。

2.1.2 平衡态的稳定性

系统(2)在平衡点E(x-,y
-)处的Jacobi矩阵为

JE=
f(x

-,y
-)+x-fx(x

-,y
-) x-fy(x

-,y
-)

y
-
gx(x

-,y
-) g(x

-,y
-)+y

-
gy(x

-,y
-)  ,

其中:

fx(x
-,y

-)=-
r
K+

hy
-(b+αy

-)
(1+hx-)2

,

fy(x
-,y

-)=-
b+2αy

-

1+hx-
,

gx(x
-,y

-)=
c(b+αy

-)
(1+hx-)2

,gy(x
-,y

-)=
αcx-

1+hx-
。

对应的特征方程为

λ2-pEλ+qE=0,
其中:

pE=g+f+x
-
fx+y

-
gy,

qE=fg+x
-
gfx+y

-
fgy+x

-
y
-(fxgy-fygx)。

定理2 平衡态E0(0,0)为鞍点;对于情况

(H2-1)、(H2-3),平衡态EK(K,0)局部渐近稳定;
对于情况(H1-2),EK(K,0)为鞍点。

证明 由qE0=-rm<0可知,E0(0,0)为鞍

点。对于EK(K,0),有qEK =-rg(K,0),pEK =
-r+g(K,0)。对于情况(H1-2),有qEK <0,故

EK(K,0)为鞍点;对于(H2-1)和(H2-3),有qEK >
0,pEK<0,故EK(K,0)局部渐近稳定。证毕。

为讨论正平衡态的稳定性,当α>0时,令
B1(x)=bhK+αcK(1+hx),

B2(x)=b2(3+hx)2+

  4(2+hx)b2-
rαx(1+hx)2

K  。
记

y3(x)=-
B1(x)-

 (B1(x))2+4αhrK(1+hx)2

2αhK
,

y4(x)=-
b(3+hx)-

 
B2(x)

2α(2+hx)
。

定理3 当α=0时,若 K<K<2K+K,则

E*(x*,y*)全局渐近稳定;若 K>2K+K,则

E*(x*,y*)不稳定。当α>0时,若 E* (x*,

y*)满足y4(x*)<y*<y3(x*),则E*(x*,y*)
是局部渐近稳定的;反之,E*(x*,y*)不稳定。

证明 当α=0时,qE* =-x
*y*fygx>0。

又

pE*=-
rK

K(K+K)
(2K+K-K),
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因此,当K<2K+K 时,有pE* <0,故E*(x*,

y*)局部渐近稳定。取Dulac函数B(x,y)=(1+
hx)ya-1/x,则有

∂(Bxf)
∂x +

∂(Byg)
∂y

=

x-1ya-1rx(h-
1+2hx

K
)+a((bc-hm)x-m)  ,

取a=r(Kh-1)/(K(bc-hm)),则有

-
2rh
K x-

K-K
2  

2

+
r(K-K)(K-(2K+K))

2Kh ≤0,

从而正平衡态E*(x*,y*)全局渐近稳定。
当K>2K+K 时,E*(x*,y*)不稳定。
当α>0时,若y4(x*)<y*<y3(x*),则有

x*fx+y*gy<0和x*y*(fxgy-fygx)>0,即

pE
*<0,qE

*>0,故正平衡态E*(x*,y*)是稳

定的;反之,
 

E*(x*,y*)不稳定。证毕。

2.2 控制系统(3)定性分析

仅考虑α>0、K≥K 的情况。根据定理1,系
统(2)存在唯一的正平衡态E(x*,y*),其中x*

为方程y1(x)=y2(x)在区间(0,K)内的实根,

y*=y2(x*)。
对于系统(3),脉冲集为 M={(x,y)∈R2+|

0≤x≤K,y=yT},M 在脉冲函数作用下的像集

为N={(x,y)∈R2+|0≤x≤K,y=(1-q)yT}。
记 N 与 水 平 等 倾 线 dy/dt=0的 交 点 为

A(xA,(1-q)yT),与垂直等倾线dx/dt=0的交

点为B(xB,(1-q)yT)。记

ρ(yT)=
(1-q)yT(b+α(1-q)yT)

r -1,

则有

xA=
m

bc-hm+αc(1-q)yT
,

xB=
hK-1+

 (1-hK)2+4hKρ(yT)
2h

。

令

τ-1p=xA-(1-p)x-
A,τ

-2
p=xB-(1-p)x-

B 。

从实际控制及需求角度,一般要求τ≤τ-2p。
定义1 对于任意的xS≥0,如果系统(3)起

始于S(xS,(1-q)yT)∈N 的轨线与脉冲集M 相

交,记交点为S-(x-
S ,yT),经脉冲作用映射到点

S+(x+
S ,(1-q)yT)∈N,则后继函数fsor定义为:

fsor(xS)=x+
S -xS。

可以证明,fsor为连续函数。
定义2 设(φ(t),ψ(t))为系统(3)的周期解,

且满足(φ(T+),ψ(T+))=(φ(0),ψ(0)),(φ(t),

ψ(t))≠ (φ(0),ψ(0)),∀0<t<T。记 Γ=
{(φ(t),ψ(t))|0≤t≤T}以及Θ=Γ∩M。令k表

示Θ 中点的个数,则(φ(t),ψ(t))称为系统(3)的
阶k周期解。

2.2.1 阶1周期解存在性

定理4 当α>0,K≥K,y4(x*)<y* <

y3(x*)时,对于任意的0<yT≤y*,系统(3)存在

阶1周期解。
证明 由定理3,当y4(x*)<y*<y3(x*)

时,正平衡态E(x*,y*)局部渐近稳定。
情况i)

 

τ=τ2p。fsor(xB)=xB
+-xB=0,即

系统(3)存在阶1周期解。
情况ii)

 

τ<τ2p。

若ii-1)
 

τ=τ1p,则有fsor(xA)=xA+-xA=0,
即系统(3)存在阶1周期解;

若ii-2)
 

τ>τ1p,则有fsor(xA)=xA+-xA>0,
如图1(a)所示。

图1 系统(3)轨线走势图

Fig.1 Trajectory
 

chart
 

of
 

system
 

(3)

由后继函数fsor的连续性,存在L(xL,(1-q)

yT)使得fsor(xL)=0,即系统(3)存在阶1周期解。

若ii-3)
 

τ<τ1p,则有fsor(xA)=xA+-xA<0。
同时,有fsor(xA+

)=(1-p)xA-2
+τ-xA+=(1-

p)(xA-2
-xA-

)>0。另 一 方 面,给 定 ε=

fsor(A)/(2-p)  2,取A1∈U(A,
 
ε)∩N,如图

1(b)所示,经脉冲作用后有xA+1
-xA+ <(1-p)

 
ε。因此,xA1-xA+1

>-fsor(A)-(1-p)
 
ε-

 
ε=-2fsor(A)>0,即fsor(xA1

)=xA+1
-xA1<

0。进而可得系统(3)存在阶1周期解。证毕。

2.2.2 阶1周期解稳定性

设(φ(t),ψ(t))(0≤t≤T)为系统(3)的阶1
周期解。记φ1=φ(T),ψ1=yT,φ0=φ(0)=(1-
p)φ1+τ,ψ0=ψ(0)=(1-q)yT。定义

Γ(φ1)=ln
((1-p)φ1+τ)g(φ1,yT)

(1-p)φ1|g((1-p)φ1+τ,(1-q)yT)|  。
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定理5 系统(3)的阶1周期解(φ(t),ψ(t))
(0≤t≤T)是轨道渐近稳定的,如果

∫
T

0

φψ hb+αψ
1+hψ

+cα  
1+hφ

-
rφ
K  dt<Γ(φ1)。

(4)
证明 对于系统(3),有

P(x,y)=rx(1-
x
K
)-
(b+αy)xy
1+hx

,

Q(x,y)=c(b+αy)
xy
1+hx-my,

I1(x,y)=-px+τ,

I2(x,y)=-qy,
χ(x,y)=y-yT。

经计算得

∂P
∂x=r

(1-
2x
K
)-
(b+αy)y
(1+hx)2

,

∂Q
∂y
=
cx(b+2αy)
1+hx -m,

∂I1
∂x=-p

,∂I2
∂y
=-q,

∂χ
∂x=0

,∂χ
∂y
=1,

∂I1
∂y
=
∂I2
∂x=0

。

于是,有

Δ1=(1-p)
Q+

Q =(1-p)(1-q)
g(φ0,ψ0)
g(φ1,ψ1)

。

又

∫
T

0

∂P
∂x +

∂Q
∂y  dt=∫

φ1

φ0

1
xdx+∫

ψ1

ψ0

1
y
dy+

  ∫
T

0

φψ hb+αψ
1+hψ

+cα  
1+hφ

-
rφ
K  dt,

故有

μ2 =Δ1exp∫
T

0

∂P
∂x +

∂Q
∂y  dt  =

  Δ1φ
1ψ1

φ0ψ0
exp∫

T

0

φψ hb+αψ
1+hψ

+cα  
1+hφ

-
rφ
K  dt  。

因此,当不等式(4)成立时,有|μ2|<1,根据类

Poincaré准则[11],系统(3)的阶1周期解(φ(t),

ψ(t))是轨道渐近稳定的。证毕。

3 数值模拟

对于系统(2),取r=0.385,K=100,b=0.4,

c=0.5,m=0.2。通过改变h 和α 的值来验证文

中取得的结论。

3.1 连续动力系统数值模拟

当h=0.988及α=5×10-5 时,根据定理1
(H1-2),系统(2)存在唯一的正平衡态,如图2(a)
所示;当h=0.991时,αmin=8.976

 

6×10-5。对于

α=2×10-4、α=αmin 及α=8×10-5,根据定理1,
系统(2)分别存在两个正平衡态、一个正平衡态及

没有正平衡态,如图2(b)—(d)。

图2 系统(2)正平衡态的存在情况

Fig.
 

2 Existence
 

of
 

positive
 

equilibrium
 

of
 

system
 

(2)

图3显示了h=0.988及α=5×10-5 时系统

(2)正平衡态E*(68.521
 

2,20.758
 

4)稳定性。

图3 系统(2)正平衡态的稳定性

Fig.
 

3 Stability
 

of
 

the
 

positive
 

equilibrium
 

of
 

system
 

(2)
 

3.2 控制系统数值模拟

对于控制系统(3),为验证定理4,取yT=18,

p=0.1,q=0.5,τ=10。系统(3)的时间序列与相

图如图4所示,可见系统(3)存在阶1周期解。另

外,经计算可得μ2≈0,即阶1周期解是轨道渐近

稳定的。

图4 系统(3)解轨线时间序列与相图

Fig.
 

4 Time
 

series
 

and
 

phase
 

portrait
 

of
 

solution
 

of
 

system
 

(3)
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4 结论

针对捕食系统中存在的合作狩猎现象,建立了

一类具有合作狩猎的捕食者-食饵模型。通过对系

统的动力学行为分析,讨论了合作狩猎因子对系统

正平衡态存在性及稳定性的影响。研究结果表明,
当食饵种群的环境容纳量足够大时,合作狩猎行为

会降低系统稳态时食饵数量;当环境容纳量较小

时,合作狩猎强度会影响系统正平衡态的数量,进
而对系统动力学行为产生影响。此外,为了避免特

定区域捕食者数量过大导致短时间内食饵资源短

缺问题,通过对捕食者群体数量进行限定及控制,
建立了基于反馈控制的合作狩猎捕食者-食饵模

型。利用后继函数方法以及类庞加莱准则,讨论了

系统阶1周期解的存在性以及稳定性。研究结果

表明,当捕食者之间存在合作狩猎行为导致食饵资

源短缺时,通过人为施加一些控制措施以减少区域

的捕食者密度,有利于实现捕食者和食饵生存的良

好生态环境。
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