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C-Bézier和H-Bézier基函数在热传导问题求解中的应用
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摘 要:运用C-Bézier和 H-Bézier基函数构造有限元方法中的试探函数和测试函数空间,并分析了误差。

通过数值算例,数值解的误差精度较Lagrange基函数提升了1到3个数量级,说明这两类基函数在模拟特定

类型的热传导问题时具有更好的逼近效果。
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Abstract:
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basis
 

functions
 

are
 

applied
 

to
 

the
 

space
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trial
 

function
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the
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and
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Lagrange
 

basis
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specific
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conduction
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0 引言

在自然界中,热传导、电磁势和流体等问题都

可用偏微分方程来描述,它们的解一般很难用解析

公式表达出来,运用数值方法来计算它们的近似解

是十分重要的。有限元方法是现代科学与工程计

算领域中求解偏微分方程的一个主要工具。1943
年,数学家 COURANT[1]提出了有限元方法;20
世纪50年代,有限元方法是作为解决固体力学问

题的方法出现的;1960年,CLOUGH[2]在处理平

面弹性问题时,第一次提出了“有限元方法”这一名

称,并成功应用于飞机结构的分析;20世纪60年

代,冯 康 发 表 的 论 文《基 于 变 分 原 理 的 差 分 格

式》[3],标志着有限元方法在我国的诞生。基于传

统的有限元方法,学者们也提出了许多新的数值计

算方法,例如:混合有限元方法[4]、自适应有限元

法[5]、DG方法[6]、弱Galerkin有限元法[7]。

有限元基函数的选取会对数值解的精确度产

生影响。为解决高阶多项式曲线的表示问题,文献

[8-9]等对混合代数和三角多项式空间进行了扩

展,在空间T=span{1,t,…,tp-2,sin
  

t,cos
 

t}上
定义了p 次C-Bézier基函数以及空间 T=span
{sinh

 

t,cosh
 

t,tq-2,…,t,1}上的q次H-Bézier基

函数。
如何得到一个精确度高且计算量较小的方法

一直 是 有 限 元 方 法 研 究 中 的 一 个 重 要 课 题。

HUGES等[10]将NURBS基函数应用于有限元分

析,BHATTI等[11]提出在求解偏微分方程中使用

Bernstein基函数。本文考虑一维热传导方程初边

值问题的数学模型,在有限元方法中利用C-Bézier
和 H-Bézier基函数构造试探函数和测试函数空

间,通过数值实验来验证理论结果的正确性与方法

的可行性。
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1 一维热传导方程

热传导问题是描述在某个区域内物体的温度

分布规律。给定一根均匀且各向同性的细杆,长为

L(L≥0),假设细杆内部有热源且与周边介质有热

交换,f0(x,t)为热源强度,C 为热容,ρ 为密度,k
为传导率,u=u(x,t)描述在t时刻x 位置材料的

温度,则Dirichlet边界条件下的一维热传导方程

初边值问题为[12-13]:

ut-�·(c�u)=f,x∈Ω,t>0,

u(x,0)=ψ(x),x∈Ω,t=0,

u(0,t)=ga,u(L,t)=gb,







 (1)

其中:Ω=(0,L),c=
k
ρC

为热扩散项系数,f=

f0(x,t)/C,初始温度为ψ(x),边界条件为ga 和gb。
一维热传导方程初边值问题的变分形式为:求

u=u(x,t)∈H1(Ω)(t为参数),满足

(ut,v)+a(u,v)=(f,v),

u(x,0)=ψ(x), (2)

对任意的v∈H1
0(Ω)都成立。

在 H1(Ω)中取一n 维子空间Vh,令Vh0 表示

Vh 中在边界处值为0的函数构成的空间,则半离

散的Gakerkin方法为:求uh(x,t)∈Vh,满足

(uht
,vh)+a(uh,vh)=(f,vh),∀vh∈Vh0,

uh(0)=ψh。 
(3)

进一步利用差分法对时间t离散,得到一维热

传导方程的全离散化Galerkin方法。

2 C-Bézier和H-Bézier基函数

定义1 在空间T=span{1,ω,…,ωp-2,sin
 

ω,

cos
 

ω}上的p 次C-Bézier基函数{Cp
i(ω)}pi=0 为:

Cp
0(ω)=1-∫

ω

0
δp-1
0 Cp-1

0 (s)ds,

Cp
i(ω)=∫

ω

0
δp-1

i-1Cp-1
i-1(s)ds-

  ∫
ω

0
δp-1

i Cp-1
i (s)ds,(i=1,2,…,p-1),

Cp
p(ω)=∫

ω

0
δp-1

p-1Cp-1
p-1(s)ds, (4)

其中:
 

p≥2,
 

ω ∈ [0,α],α∈ (0,π],
 

C1
0(ω)=

sin(α-ω)
sin

 

α
,

 

C1
1(ω)=

sin
 

ω
sin

 

α
,

 

δp
i =(∫

α

0
Cp

i(ω)dω)-1,
 

α 为形状参数[8]。
定义2 在空间 T=span{1,ω,…,ωq-2,

sinh
 

ω,cosh
 

ω}上 的 q 次 H-Bézier 基 函 数

{Hq
i(ω)}qi=0 为:

 

Hq
0(ω)=1-∫

ω

0
δq-1
0 Hq-1

0 (s)ds,

Hq
i(ω)=∫

ω

0
δq-1

i-1Hq-1
i-1(s)ds-

  ∫
ω

0
δq-1

i Hq-1
i (s)ds,(i=1,2,…,q-1),

Hq
q(ω)=∫

ω

0
δq-1

q-1Hq-1
q-1(s)ds, (5)

其中:
 

q≥2,
 

ω∈[0,α],
 

α∈(0,+�),
 

H1
0(ω)=

sinh(α-ω)
sinh

 

α
,

 

H1
1(ω)=

sinh
 

ω
sinh

 

α
,

 

δq
i =(∫

α

0
Hq

i(ω)dω)-1,
 

α为形状参数[9]。
 

C-Bézier和 H-Bézier基函数都具有单位分

解、端点插值、升阶等性质,具体性质及证明见参考

文献[8-9]。
定义3 称参数曲线段

 

P(ω)=∑
p

i=0
PiCp

i(ω),ω ∈ [0,α], (6)

为一 条 p 次 C-Bézier曲 线,
 

其 中α∈(0,π],
 

Cp
i(ω)(i=0,1,…,p)为p 次C-Bézier基函数,

 

Pi

(i=0,1,…,p)为控制顶点,
 

α称为全局形状参数[8]。
 

图1(a)为α=
π
4

时的二次C-Bézier曲线,
 

控

制顶点为P0=(0,2),P1=(0,0),P2=(2,0),图

1(b)为α=π时的三次的C-Bézier曲线,对应的控

制顶点为 P0=(0,0),P1=(2,4),P2=(4,4),

P3=(6,0)。

图1 C-Bézier曲线

Fig.1 C-Bézier
 

curves

定义4 称参数曲线段

Q(ω)=∑
q

i=0
QiHq

i(ω),ω ∈ [0,α], (7)

为一 条q 次 H-Bézier曲 线,其 中α∈(0,�),

Hq
i(ω)(i=0,1,…,q)为q 次 H-Bézier基 函 数,

Qi(i=0,1,…,q)为控制顶点,α称为全局形状参数[9]。
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图2(a)为α=2时的二次H-Bézier曲线,控制

顶点为Q0=(4,0),Q1=(0,2),Q2=(4,4),图2
(b)为α=3时的三次 H-Bézier曲线,其控制顶点

为Q0=(0,0),Q1=(
3
2
,5),Q2=(3,6),Q3=(5,2)。

图2 H-Bézier曲线

Fig.2 H-Bézier
 

curves

C-Bézier和H-Bézier基函数引入了形状参数

α,α可以调节曲线的形状和几何性质。以C-Bézier
基函数为例,调节区域为Bézier曲线到α=π时的

C-Bézier曲线之间。曲线首端和末端的位置及切

矢方向不随形状参数α 的改变而改变。同时在多

段C-Bézier曲线进行G1 拼接时,α 改变不会影响

曲线之间原有的连续性,为曲线曲面造型带来了便

利性和灵活性。

3 以C-Bézier和H-Bézier为基函数的有限

元方法

将区间[0,L]均匀剖分为N 个单元,步长h=
L
N
,设节点为xi=(i-1)h(i=1,2,…,N+1),

En=[xn,xn+1](n=1,…,N)表示网格单元,Nb

表示有限元节点个数。令

Vh=span{φj}
Nb
j=1∈H1(Ω)

为C-Bézier或H-Bézier基函数构成的测试函数空

间。
当p=2时,二次C-Bézier基函数为:

φ1=
1-cos(α-ω)
1-cos

 

α
,

φ2=-
1-cos

 

ω+cos
 

α-cos(α-ω)
1-cos

 

α
,

φ3=
1-cos

 

ω
1-cos

 

α
, (8)

其中ω∈[0,α],α∈(0,π]。
当q=2时,二次H-Bézier基函数为:

φ1=
1-cosh(α-ω)
1-cosh

 

α
,

φ2=-
1-cosh

 

ω+cosh
 

α-cosh(α-ω)
1-cosh

 

α
,

φ3=
1-cosh

 

ω
1-cosh

 

α
, (9)

其中:ω∈[0,α],α∈(0,+�)。图3(a)为α=
π
6
、

p=2时的C-Bézier基函数,图3(b)为α=π、q=2
时的H-Bézier基函数。

图3 二次C-Bézier和H-Bézier基函数

Fig.
 

3 Quadratic
 

C-Bézier
 

and
 

H-Bézier
 

basis

做变量替换m=
ω
α
,

 

则m∈[0,1],
 

ω=mα,
 

通过仿射变换,可得任一单元[xn,xn+1]上的二次

C-Bézier和H-Bézier基函数。以C-Bézier基函数

为例:

φn1=
1-cos(

xn+1-x
h α)

1-cos
 

α
,

φn2=-
1-cos(

x-xn

h α)+cos
 

α-cos(
xn+1-x

h α)

1-cos
 

α
,

φn3=
1-cos(

x-xn

h α)

1-cos
 

α
, (10)

其中x∈[xn,xn+1],α∈(0,π]。

设uh(x,t)=∑
Nb

j=1
uj(t)φj,并取vh=φi(i=

1,…,Nb),得到关于u1(t),…,uNb
(t)的常微分方

程组:

∑
Nb

j=1
u'j(t)∫

L

0
(φjφi)dx+

  ∑
Nb

j=1
uj(t)∫

L

0
(c�φj·�φi)dx=

  ∫
L

0
fφidx,(i=1,…,Nb)。 (11)

用向量表示为:
 

MX'(t)+A(t)X(t)=b(t), (12)
进一步用差分法对时间t 离散,得到全离散的

Galerkin方法。

4 稳定性及误差分析

全离散格式是由常微分方程组(11)离散化得
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到的,因此需要讨论它的稳定性。使 用 Crank-
Nicolson格式对时间t进行离散:

1
τ
(un+1

h -un
h,vh)+

1
2a
(un+1

h +un
h,vh)=

  (f,vh),
其中:上标n 表示在t=tn=nτ处的近似。取

vh=un+1
h -un

h,f=0,
得

1
τ‖u

n+1
h -un

h‖2+

  
1
2a
(un+1

h +un
h,un+1

h -un
h)=0。

利用a(·,·)的对称性得

|un+1
h |1≤|un

h|1≤…≤|u0
h|1,

由Poincaré不等式可以证得稳定性。
由Céa引理[14]可得,有限元的误差估计转化

为插值误差估计。当一维热传导方程半离散时,即
仅对空间离散,L2 范数误差估计为

‖u-uh‖≤C1h2‖u‖2,
其中:C1 为常数,h 为步长,利用 Aubin-Nitche技

巧可证明之。
引理1 设u 和uh 分别为方程(1)和(3)的

解,对任意的t∈[0,+�),误差估计为

‖uh(t)-u(t)‖ ≤

  C2h2(‖ψ‖2+∫
t

0
‖ut‖2dx),

其中:C2 为常数。
引理1的证明参见文献[14],对时间t进行离

散,由引理1可以得到一维热传导方程全离散化的

误差估计。

5 数值算例

运用Lagrange、C-Bézier和 H-Bézier基函数

的有限元法求解热传导方程并比较数值解的精度。
在下述算例中,均使用二次的基函数构成有限元方

法中的试探函数与测试函数空间,有限元节点相

同,所用网格一致。
例1 考虑一根均匀且长度为1

 

m的细杆,初
始温度分布为0

 

℃,热扩散系数c=2,热容为1,细
杆内部有热源,在t 时刻,热源强度f0(x,t)=
xcos(xt)+2t2sin(xt),细杆左端保持温度0

 

℃,
右端温度为sin

 

t
 

℃,运用有限元方法求解细杆内

部温度分布,并分析误差。
其一维热传导方程的初边值问题为:

ut-�·(2�u)=xcos(xt)+2t2sin(xt),

  0<x<1,t>0,

u(x,0)=0,0<x<1,t=0,

u(0,t)=0,u(1,t)=sin
 

t,t>0。












(13)
方程(13)的精确解为u=sin(xt),

 

运用有限

元方法,
 

在t=2时刻得到在节点处的数值解误差

见表1,
 

图4(a)为步长h=
1
4
,

 

t=2时的误差曲线

图,细杆内温度随时间的变化情况如图4(b)所示。
 

表1 方程(13)在t=2时刻节点处的无穷范误差

Tab.
 

1 Infinite
 

norm
 

errors
 

at
 

nodes
 

of
 

Eq.(13)
 

for
 

t=2

Lagrange基函数
 

C-Bézier基函数
 

h
 

‖u-uh‖�
 α

 

‖u-uh‖�
 

1/4 2.829
 

4e-05 π/6
 

5.134
 

9e-06
 

1/8 1.800
 

4e-06
 

π/12
 

3.221
 

3e-07
 

1/16 1.136
 

9e-07
 

π/24
 

2.016
 

9e-08
 

1/32 7.159
 

2e-08
 

π/48
 

1.261
 

1e-09
 

图4 当h=
1
4

,t=2
 

时,
 

方程(13)误差图像(a)和

细杆内部温度随时间分布图(b)

Fig.4 The
 

error
 

graph
 

(a)
 

at
 

h=
1
4

,
 

t=2
 

and
 

interior
 

temperature
 

distribution
 

diagram
 

(b)
 

of
 

thin
 

rod
 

of
 

Eq.
 

(13)
 

over
 

time
  

由例1可见,
 

运用C-Bézier基函数构成测试

函数及试探函数空间,
 

在步长不变的情况下,
 

通

过选取适当的形状参数α,
 

此时α=
2
3πh

,
 

得到的

数值解的精度比Lagrange型基函数高一个数量

级,
 

说明C-Bézier基函数的有限元法对热传导过

程的数值模拟效果更好。
 

例2 考虑一根均匀且长为1
 

m的细杆,
 

初

始温度分布为0
 

℃,
 

热扩散系数c和热容都为1。
 

细杆内部有热源,
 

在t时刻,
 

热源强度f0(x,t)=

cosh(
x
2
)(2-

t
2
),

 

细杆左端温度是2t
 

℃,
 

右端为

2tcosh(
1
2
)

 

℃,
 

运用有限元方法求解细杆内部温

度分布,
 

并分析误差。
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其一维热传导方程边值问题为
 

ut-�·(�u)=cosh(
x
2
)(2-

t
2
),

  0<x<1,t>0,

u(x,0)=0,0<x<1,t=0,

u(0,t)=2t,u(1,t)=2tcosh(
1
2
),t>0。















(14)

方程(14)的精确解为u=2tcosh(
x
2
),

 

运用有

限元方法,
 

在t=1时刻得到在节点处的数值解误

差见表2,
 

图5(a)为h=
1
4
,t=1时的误差图像,

细杆内温度的分布情况如图5(b)所示。
 

表2 方程(14)在t=1时刻在节点处的无穷范误差

Tab.
 

2 Infinite
 

norm
 

errors
 

at
 

nodes
 

of
 

Eq.(14)
 

for
 

t=1

Lagrange基函数
 

H-Bézier基函数
 

h
 

‖u-uh‖�
 α

 

‖u-uh‖�
 

1/4 2.445
 

3e-07
 

1/8
 

2.744
 

5e-13
 

1/8 1.643
 

9e-08
 

1/16
 

6.483
 

0e-14
 

1/16 1.071
 

0e-09
 

1/32
 

1.465
 

5e-14
 

1/32 6.841
 

1e-11
 

1/64
 

8.304
 

5e-14
 

图5 当h=
1
4

,t=1时,
 

方程(14)误差图像(a)和

细杆内部温度随时间分布图(b)

Fig.
 

5 The
 

error
 

graph
 

(a)
 

at
 

h=
1
4

,
 

t=1
 

and
 

interior
 

temperature
 

distribution
 

diagram
 

(b)
 

of
 

thin
 

rod
 

of
 

Eq.
 

(14)
 

over
 

time

由例2可见,
 

运用 H-Bézier基函数构成测试

函数及试探函数空间,
 

在步长不变的情况下,
 

通

过选取适当的形状参数α,
 

此时α=
1
2h
,

 

较传统

Lagrange基函数,当h 取1/4或1/8时,精度可提

高6个数量级;当
 

h 取1/16时,精度可提高5个数

量级;当
 

h 取1/32时,精度可提高3个数量级;综
上,得到的数值解的精度比Lagrange型基函数高

3个数量级以上,
 

说明 H-Bézier基函数的有限元

法对精确解的逼近效果更好。
 

例3 考虑一根均匀且长为1
 

m的细杆,
 

初

始温度分布为0
 

℃,
 

热扩散系数c和热容都为1。
 

细杆内部有热源,在t时刻,
 

热源强度f0(x,t)=
tsin(πx)(2+π2t),

 

细杆两端温度为0
 

℃。
 

运用有

限元方法求解细杆内部温度分布,
 

并分析误差。
 

其一维热传导方程的初边值问题为:
 

ut-�·(�u)=tsin(πx)(2+π2t),

  0<x<1,t>0,

u(x,0)=0,0<x<1,t=0,

u(0,t)=0,u(1,t)=0,t>0。












(15)

方程(15)的精确解为u=t2sin(πx),
 

运用有

限元方法,
 

在t=1时刻得到在节点处的数值解误

差见表3,
 

图6(a)为h=
1
4
,t=1时的误差图像,

细杆内温度的分布情况如图6(b)所示。
 

表3 方程(15)在t=1时刻在节点处的无穷范误差

Tab.
 

3 Infinite
 

norm
 

errors
 

at
 

nodes
 

of
 

Eq.(15)
 

for
 

t=1

Lagrange基函数
 

C-Bézier基函数
 

h
 

‖u-uh‖�
 α

 

‖u-uh‖�
 

1/4 9.818
 

5e-05 π/4
 

2.147
 

0e-08
 

1/8 6.312
 

6e-06
 

π/8
 

8.104
 

0e-11
 

1/16 3.972
 

9e-07
 

π/16
 

1.252
 

3e-13
 

1/32 2.487
 

3e-08
 

π/32
 

9.059
 

4e-14
 

图6 当h=
1
4

,t=1时,
 

方程(15)误差图像(a)和

细杆内部温度随时间分布图(b)

Fig.
 

6 The
 

error
 

graph
 

(a)
 

at
 

h=
1
4

,
 

t=1
 

and
 

interior
 

temperature
 

distribution
 

diagram
 

(b)
 

of
 

thin
 

rod
 

of
 

Eq.
 

(15)
 

over
 

time
由例3可见,

 

运用C-Bézier基函数构成测试

函数及试探函数空间,
 

在步长不变的情况下,
 

通

过选取适当的形状参数α,
 

此时α=πh,
 

得到的数

值解的精度比Lagrange型基函数高三个数量级以

上,
 

说明C-Bézier基函数的有限元法对热传导过

程的模拟效果更好。

6 总结

介绍了C-Bézier和H-Bézier基函数的定义及

良好性质,
 

并用其构造有限元方法中的测试函数
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与试探函数空间,
 

通过例子说明利用这两种基函

数求出的数值解与精确解的误差更小,
 

精度更高,
 

证明了理论结果。
 

形状参数α 的选取会影响数值解的精确度,
 

同时在进行误差估计时,
 

常数C1、C2 的确定也非

常重要。
 

下一步将继续研究如何选取最优的形状

参数α,
 

使得数值解与精确解之间的误差达到最

小,
 

并探讨如何利用简单的方法确定常数C1、C2

进行误差估计。
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