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摘 要:针对传统时域有限差分(FDTD)格式在间断解处的非物理振荡问题,将L-稳定单步多级块方法应

用于多导体传输线的时域瞬态响应分析中.施加边界条件时,为避免对系统状态方程的系数矩阵反复求逆,采

用更为一般的Sherman-Morrison公式,求解施加边界条件后的系数矩阵逆矩阵.分别对均匀无损多导体传输

线和非均匀有损多导体传输线进行数值仿真,并与FDTD算法进行对比.结果表明,单步多级块方法可以有效

地抑制数值振荡,且不受时域仿真步长的限制.
关键词:多导体传输线;单步多级块方法;二次电缆;电磁干扰
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Abstract:Inordertosolvethenon-physicaloscillationproblemofthetraditionalfinitedifferencetime
domain(FDTD)schemeatthediscontinuoussolution,theL-stablesinglestepmultistageblockmethodis

proposedtoanalyzethetimedomaintransientresponseofmulticonductortransmissionlines.Inordertoavoid
therepeatedinversionofthecoefficientmatrixofthesystemstateequationwhentheboundaryconditionsare
imposed,themoregeneralSherman-Morrisonformulaisusedtosolvetheinversematrixofthecoefficient
matrix afterthe boundaryconditionsareapplied.This methodis usedtosimulate uniform lossless
multiconductortransmissionlines(MTLs)andnon-uniformlossyMTLs,anditssimulationresultiscompared
withtheresultsgivenbyFDTDalgorithm.Theresultsshowedthatthesinglestepmultistageblockmethodcan
effectivelysuppressthenumericaloscillationandisnotlimitedbystepsizeofsimulationintimedomain.

Keywords:multiconductortransmissionline;singlestepmultistageblockmethod;secondarycable;electro-
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0 引言

在高速互连系统中,具有一定长度按照某种位

置关系布置的两根导线构成了传输线.作为高速电

路中的基本电路元件,保证信号在传输过程中的完

整性是对传输线的基本要求,但是由于高速电路中

信号的频率很高,导致由线间耦合电感和耦合电容

等内在因素造成的线束串扰问题变得十分严重.因
此对多导体传输线(multiconductortransmission
lines,MTLs)的时域响应求解显得十分重要[1-4].目
前对于多导体传输线时域瞬态响应的研究成果十

分丰富,常见的方法包括基于时域有限差分(finite
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differencetime domain,FDTD)的 方 法[5-7]、

Bergeron方法[8]、精细积分法[9]以及数值拉氏逆

变换等.但是由于FDTD计算过程中采用的是中心

差分,在间断解处会产生非物理振荡问题,即虚拟

的数值振荡现象.除FDTD以外,文献[8]将传统的

Bergeron方法进行改进,得到了适用于频变参数

多导体传输线的改进Bergeron模型.文献[10]利
用线性多步法建立了可以和集总参数相容的多导

体传输线模型,解决了当传输线含集总参数的网络

分支时FDTD无法直接计算的问题.文献[11]和文

献[12]在将有限元方法应用到多导体传输线的时

域瞬态响应分析中进行了有益的讨论,有限元方法

能够解决FDTD所不能解决的数值振荡现象.文献

[13]结合精细积分方法提出了一种计算非均匀传

输线电磁暂态过程的时域方法,该方法不受时间稳

定性条件的限制.文献[14]采用通量分裂技术,根
据特征值正负采用不同的差分格式对空间偏微分

进行近似,克服了传统FDTD格式和 Lax-Wen-
droff格式在间断解处的非物理振荡问题,但存在

问题是算法的整体精度不高.概括起来,现有的时

域分析方法主要面临的问题是:1)不能够有效地抑

制数值振荡问题;2)时域仿真的步长受到空间离散

步长的限制;3)传输线的边界条件改变后需要重新

形成状态空间模型.
本文从数值积分的角度出发,将具有L-稳定

的单步多级方法应用到求解多导体传输线的时域

瞬态响应,由于L-稳定的方法具有阻尼特性或能

量耗散特性,因此该单步多级方法能够避免数值振

荡现象.为了避免求解过程中对状态方程的系数矩

阵反复求逆,采用更为一般的Sherman-Morrison
公式求解施加边界条件后的系数矩阵的逆矩阵,提
高了模型的适应性、减少了计算量.算例结果表明,
该方法能有效抑制在间断解处的非物理振荡现象,
计算效率高,并且该方法不受时域仿真步长的稳定

条件限制.

1 多导体传输线的电路模型

通常采用具有分布参数非均匀有损传输线,对
信号互连线进行数学建模,根据经典电路理论,截
取信号传播方向上的距离微元Δx 作为研究对象,
图1为两根传输线的集总参数等效电路模型.根据

基尔霍夫定律,当Δx→0时,

-
∂u1(x,t)
∂x =R11i1(x,t)+L11

∂i1(x,t)
∂t +

  M12
∂i2(x,t)
∂t

, (1)

-
∂u2(x,t)
∂x =R22i2(x,t)+L22

∂i2(x,t)
∂t +

  M21
∂i1(x,t)
∂t

, (2)

-
∂i1(x,t)
∂x =g11u1(x,t)+g12(u1(x,t)-

  u2(x,t))+C11
∂u1(x,t)
∂t +

  C12
∂(u1(x,t)-u2(x,t))

∂t
, (3)

-
∂i2(x,t)
∂x =g22u2(x,t)+g21(u2(x,t)-

  u1(x,t))+C22
∂u2(x,t)
∂t +

  C21
∂(u2(x,t)-u1(x,t))

∂t . (4)

图1 两根传输线的集总参数等效电路模型

Fig.1 Lumpedparameterequivalentcircuitmodelof

twotransmissionlines
将式(1)~(4)整理成如式(5)的矩阵形式:

-
∂u(x,t)
∂x =Ri(x,t)+L∂i

(x,t)
∂t

,

-
∂i(x,t)
∂x =Gu(x,t)+C∂u

(x,t)
∂t .

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)

式中:u(x,t)=[u1(x,t) u2(x,t)]T,i(x,t)=
[i1(x,t) i2(x,t)]T,u(x,t)和i(x,t)分别表

示两导体传输线上的电压和电流向量;R、L、G、C
分别表示两导体传输线单位长度的电阻、电感、电
导和电容矩阵,其形式如下:

R=
R11 0
0 R22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

G=
g11+g12 -g12

-g21 g22+g21

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

L=
L11 M12

M21 L22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,
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C=
C11+C12 -C12

-C21 C22+C21

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú .

其中:对于对称布置的多导体传输线有耦合电导

g12=g21,耦合电感M12=M21,耦合电容C12=C21.
  从上述推导可知,对于三根及以上的多导体传

输线的数学模型和式(5)具有同样的形式,只是相

应RLGC矩阵的维数不同而已.

2 多导体传输线的空间半离散数值计算

模型
多导体传输线的数学模型是双曲偏微分方程,

为了能够在时域上求解多导体传输线的暂态响应,
必须在空间上进行半离散.文中采用电压波和电流

波在空间传播方向上间 隔 取 点 的 方 式,如 图2
所示.

首先,将长度为l的多导体传输线在空间上划

分为M 等份,则空间离散步长为Δx=l/M,在传

输线始终端分别采用前向差分和后向差分近似,对
于中间离散点k(k=1,2,…,M-1)处,采用中心

差分对电压波和电流波对空间变量x 的偏导数近

似.

图2 传输线空间离散模型

Fig.2 Transmissionlinespatialdiscretemodel

经上述空间半离散后得到传输线时域仿真模

型如下:

duk(t)
dt =-C-1ik(t)-ik-1(t)

2Δx -

  C-1Guk(t), (6)

dik(t)
dt =-L-1uk+1(t)-uk(t)

2Δx -

  L-1Rik(t). (7)

式中:uk(t)=u(kΔx,t);ik(t)=i[(k-0.5)Δx,

t],k=1,2,…,M -1.
在传输线的两端分别采用下列的计算公式:

duM(t)
dt =-C-1iM(t)-iM-1(t)

Δx -

  C-1GuM(t), (8)

di0(t)
dt =-L-1u1(t)-u0(t)

Δx -

  L-1Ri0(t). (9)
将式(6)~(9)整理成如式(10)的矩阵形式:

dx
dt=Hx+f(x,t),0<t≤T,

x(t0)=x0.

ì

î

í

ïï

ïï

(10)

式中:

H =
H11 H12

H21 H22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

H11=diag(-C-1G,…,-C-1G
  

M

),

H22=diag(-L-1R,…,-L-1R
  

M

),

H12=

C-1

2Δx -
C-1

2Δx
⋱ ⋱

C-1

2Δx -
C-1

2Δx
C-1

Δx

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

  
M

,

  H21=

-
L-1

Δx
L-1

2Δx -
L-1

2Δx
⋱ ⋱

L-1

2Δx -
L-1

2Δx

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

  
M

,

x=[u1,u2,…,uM
  

M

,i0,i1,…,uM-1  
M

]T,

f(x,t)=
    

[0,…,0,-C-1iM/Δx
  

M

,L-1u0/Δx,0,…,0
  

M

]T.

状态变量x0 是t=t0时刻状态向量x 的初始

值,T 是总的仿真时间.下面将采用L-稳定单步块

方法求解多导体传输线的时域暂态响应.

3 L-稳定单步多级块方法求解多导体传输

线的时域响应
采用L-稳定单步块方法离散方程(10)得到如

下的代数方程[15]:

X=exk +hdx
·

k +h(B H)X+

  h(B Im)f
-

s, (11)

式中:h 为时间步长,表示 Kronecker积,x
·

k 为

xk 的一阶导数(状态变量x 在t=k 时刻的近似

值),m 为向量x 的维数,e为一个组成元素均为1
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的s维列向量,Im 为m 维的单位矩阵,B、d 是单

步s级块方法采用相应网格分布的系数矩阵,且有

X=

x(tk +c1h)

x(tk +c2h)
︙

x(tk +csh)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

=

x
~

1

x
~

2

︙

x
~

s

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

  f
-

s =

f(tk +c1h,x
~

1)

f(tk +c2h,x
~

2)
︙

f(tk +csh,x
~

s)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

.

显然,经L-稳定单步块方法离散后得到的代数方

程式(11)经整理后得到如下的代数方程组:

JX=F, (12)
式中:J=(Is Im)-h(BH),F=exk +

hdx
·

k +h(B Im)f
-

s.
求解方程(12)通常采用直接法进行高斯消元

求解,考虑到状态空间方程式(10)是一个高维的稀

疏矩阵且矩阵具有很好的块特征,因此有必要具体

研究如何实现对雅克比矩阵J 的稀疏三角分解:

J-1=(Is Im)-h-1(B-1 H-1).
单步s级块方法的系数矩阵B 是一个满秩矩阵,因
此其逆矩阵是存在.单步s级块方法采用均匀网格

分布时的系数矩阵B、d 的值见附录所示.
考虑到传输线的两端边界条件,即

u0(t)=us(t)-i0(t)Zs,

iM=GLuM .{ (13)

式中:Zs 是多导体传输线首端激励的内阻抗矩阵,

GL 是多导体传输线末端负载的导纳矩阵.加入边

界条件式(13)后就需要对式(10)中的状态方程矩

阵的某些元素进行修正,为了避免反复求逆矩阵,
在已知H-1的条件下考虑多导体传输线边界条件

后的新状态系数矩阵的逆矩阵,采用更为一般的

Sherman-Morrison公式[16]求解即

(H +∑
k

i=1
μiνT

i)
-1

=

  H-1-H-1UR-1WTH-1, (14)
式中:μi,νi是与矩阵H 同维的列向量;μiνT

i 是对

状态方程矩阵H 的进行一次秩1修正.
U=[ui],ui(i∈ (1,2,…,k)), (15)

W =[wi], wi(i∈ (1,2,…,k)), (16)

R=diag(rj),j∈ (1,2,…,k), (17)

ui=μi-∑
i-1

j=1

wT
jH-1μj

rj
uj,

wi=νi-∑
i-1

j=1

νT
iH-1uj

rj
wj,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

i∈ (1,2,…,k),

(18)

rj =1+νT
jH-1uj,j∈ (1,2,…,k). (19)

通过上述对矩阵的广义求逆公式就可以避免

对多导体传输线高维系数矩阵反复求逆,并且状态

方程矩阵H 的结构特征明显,其主对角线上的分

块矩阵均为低阶分块对角矩阵,主对角线的左右副

对角线上的分块矩阵是下三角块矩阵和上三角块

矩阵,因此状态方程H 的逆矩阵可以十分方便地

求得.下面将根据多导体传输线负载的不同分别对

上述算法进行仿真验证.

4 算法验证

4.1 两线串音问题

经典FDTD算法在求解多导体传输线的波过

程计算中会受到稳定条件的约束,导致时间步长不

能取得太大,计算效率比较低.相比较于FDTD算

法,本文提出的空间半离散-高精度时域算法可以

采用相对较大的时间步长,且单步s级块方法具有

L-稳定性可以有效地抑制FDTD算法计算波过程

出现的波形“毛刺”现象.为验证本文所提单步多级

算法的有效性,分别采用本文算法和FDTD算法

对如图3所示的(2+1)多导体无损传输线的串音

问题进行仿真分析.如图3所示,us2为单位阶跃电

压源,Rs1、Rs2、RL1和RL2都等于50Ω,传输线的长

度为0.5m,传输线系统的初始条件为零状态,其
单位长度的电感(μH/m)和电容矩阵(pF/m)如
下:

L=
1.10418 0.690094
0.690094 1.38019
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

  C=
40.628 -20.314
-20.314 29.7632

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú .

图3 两线串音问题

Fig.3 Crosstalkproblemoftwowires
空间 半 离 散 的 区 间 数 为 M =30,考 虑 到

FDTD稳定条件的限制,其采用相对较小的步长,
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而单步s级块方法具有s+1阶数值精度因而可以

较大的时间步长.仿真结果见图4和图5所示.

图4 采用均匀网格的单步多级块方法的计算结果

(s=3,h=6.0×10-10s)

Fig.4 Computationalresultsofsingle-stepmultistage
blockmethodusinguniformgrid(s=3,h=6.0×10-10s)

图5 FDTD的计算结果(h=5.0×10-12s)

Fig.5 ComputationalresultsofFDTD(h=5.0×10-12s)

从图4和图5可以看出,二者计算的结果基本

吻合,但是FDTD算法计算的结果存在明显“毛
刺”,本文计算的结果则比较光滑没有明显的数值

振荡现象.
4.2 非均匀多导体传输线端接线性负载

考虑如图6所示的2根非均匀有损传输线系

统.传输线的分布参数如下:

L11(x)=L22(x)=387/(1+K(x)),nH/m;

L12(x)=L21(x)=K(x)L11(x),nH/m;

C11(x)=C22(x)=
  104.13/(1-K(x)),pF/m;

C12(x)=C21(x)=-K(x)C11(x),pF/m;

R11=R22=50/(1+K(x)),Ω/m;

g11=g22=0.001/(1-K(x)),

  g12=g21=0,S/m;

K(x)=0.25(1+0.6sin(πx+π/4)).
传输线的长度为0.5m,首端电阻RS1=RS2=100
Ω,末端电阻RL1=RL2=50Ω.导体12(如图6所

示)的输入电压波梯形脉冲,其上升和下降时间均

为1ns、脉宽为4ns,起始时间为0s,幅度为1V;
导体34(如图6所示)为无源传输线.利用 Ansoft

软件中的2DExtractor场求解器模拟计算了该模

型,得到了导体12和导体34中电磁波信号传播的

速度为v1=1.521×108 m/s和v2=1.482×108

m/s.因此,为了保证FDTD算法在时域数值积分

的稳定性,根据式(20)来确定最优的时间积分步

长.

h≤
Δx
v1

. (20)

图6 非均匀传输线系统

Fig.6 Non-uniformtransmissionlinesystem

   注:s=3,h=5.0×10-11s
图7 采用均匀网格的单步多级块方法的计算结果

Fig.7 Computationalresultsofsingle-stepmultistageblock
methodusinguniformgrid

   注:s=4,h=1.0×10-10s
图8 采用均匀网格的单步多级块方法的计算结果

Fig.8 Computationalresultsofsingle-stepmultistageblock
methodusinguniformgrid

如图7和图8所示,空间半离散的区间数为
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M=30,从中可以看出本文算法基本不受时间步长

的限制(不受式(20)的约束),可以实现大步长的高

效率仿真.对于多导体传输线的时域分析而言,与

FDTD算法受到稳定性条件的限制以及其他空间

半离散-时域数值积分算法相比,本文提出算法不

受时间积分步长的限制,并可以有效地抑制数值振

荡,采用大步长仿真效率高.

5 结论

相对于传统的FDTD算法,本文提出的多导

体传输线时域分析的高阶算法可以采用大时间步

长进行时域仿真,且可以抑制传输线在间断解处的

非物理振荡;同时,采用扩展Sherman-Morrison公

式求状态矩阵的逆矩阵适应于求解含集中参数元

件的多导体传输线系统,因而该算法适用范围更加

广泛.在文中算法的基础上,可采用矩阵分裂技巧

进一步提高该算法的计算效率.

附录:

单步s级块方法采用均匀网格分布的系数矩阵B、d
的值:

(1)s=3时,B=

107
120

-37
120

3
40

17
15

8
15

-1
15

9
8

9
8

3
8

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

,

  d= 41
120

2
5

3
8[ ]

T

.

(2)s=4时,B=

2153
10080

-127
1680

263
10080

-79
20160

193
630

13
105

-17
630

17
2520

11
32

3
16

5
32

-1
64

16
45

2
15

16
45

7
90

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

  d= 1811
20160

227
2520

5
64

7
90[ ]

T

.
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