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摘 要:利用幂零李代数Q2n 及其自同构α 的形变,得到幂零保积 Hom-李代数(Q2n,[,]',α).
 

研究并确

定了以幂零保积 Hom-李代数(Q2n,[,]',α)为幂零根基的有限维不可分解的可解保积 Hom-李代数(L,[,]',

σ).
 

结果表明 Hom-李代数(L,[,]',σ)的维数为dim
 

Q2n+1.
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Abstract:By
 

the
 

deformation
 

of
 

nilpotent
 

Lie
 

algebra
 

Q2nand
 

its
 

automorphism
 

α,
 

nilpotent
 

multiplicative
 

Hom-Lie
 

algebra
 

(Q2n,[,]',α)
 

is
 

obtained.
 

All
 

finite-dimensional
 

indecomposable
 

solvable
 

multiplicative
 

Hom-
Lie

 

algebras
 

(L,[,]',σ),
 

having
 

the
 

nilpotent
 

multiplicative
 

Hom-Lie
 

algebra
 

(Q2n,[,]',α)
 

as
 

the
 

nilradical,
 

are
 

studied
 

and
 

determined.
 

It
 

shows
 

that
 

the
 

dimension
 

of
 

Hom-Lie
 

algebra
 

(L,[,]',σ)
 

is
 

dimQ2n+1.
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0 引言

2006年,HARTWIG等[1]在研究 Witt代数和

Virasoro代数的形变理论时提出了 Hom-李代数

的概念.Hom-李代数是把李代数的Jacobi等式通

过线性映射进行扭曲而得到新的代数结构,可以看

作李代数的形变或推广.由于 Hom-李代数与理论

物理、量子群等理论有着紧密的联系,自被提出以

来,就得到较为广泛和深入的研究.BENAYADI
等[2]研究了具有对称不变双线性型的 Hom-李代

数.陈良云[3]给出了Hom-李型代数的很多研究成

果和应用,包括 Hom-型代数、Hom-结合代数和

Hom-超代数等方面.ZHAO等[4]研究了 Hom-李
共形代数的形变和广义导子.与 Hom-李代数相关

的代数结构方面,保积 Hom-李代数的结构[5]、复
半单李代数的Hom-代数结构[6]和李代数 W(2,2)
上的Hom-李代数结构[7]等已经被研究.但是由于

Hom-李代数所用线性映射的多样性,其分类问题

很复杂.文献[8-9]分别研究了三维保积 Hom-李
代数的结构分类和三维复 Hom-李代数的分类等.
维数较高的Hom-李代数的分类目前并不多见.本
文把通常李代数的一些结构理论应用到 Hom-李
代数,研究相关 Hom-李代数的结构和分类.文献

[10]通过已知的幂零李代数 N,研究了具有给定

幂零根基N 的可解李代数S 的分类.受此启发,本
文首先给出了一类幂零的保积 Hom-李代数(Q2n,
[,]',α),然后研究以它为幂零根基的所有有限维

不可分解的可解保积Hom-李代数的结构和分类.

1 预备知识

定义1[1-2] 设L 是复数域 C上一个线性空

间,α:L→L 是一个线性映射.若二元运算L×L→
L:(x,y)→[x,y]是双线性的,且对∀x,y,z∈L
满足

1)
 

[x,y]=-[y,x],

2)
 

[α(x),[y,z]]+[α(y),[z,x]]+[α(z),
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[x,y]]=0,
称三元组(L,[,],α)是一个 Hom-李代数,

 

2)
称为 Hom-Jacobi等式.若还满足α([x,y])=
[α(x),α(y)],则称(L,[,],α)为保积 Hom-李代

数.
若存在李代数(L,[,]')和代数自同态α 满足

[x,y]=α[x,y]'=[α(x),α(y)]',∀x,y∈L,则
称(L,[,],α)是李型Hom-李代数.

定义2 设(L,[,],α)是 Hom-李代数.若L
的子空间L1 满足α(L1)⊆L1,[L1,L1]⊆L1,称
(L1,[,],α|L1

)是(L,[,],α)的Hom-子代数.若L
的子空间L2 满足α(L2)⊆L2,[L2,L]⊆L2,称
(L2,[,],α|L2

)是(L,[,],α)的Hom-理想.
定义3 定义Hom-李代数(L,[,],α)的导出

列为

L(0)=L,L(1)=[L,L],L(2)=[L(1),L(1)],
…,L(s)=[L(s-1),L(s-1)],….
若存在正整数m,使得L(m)=0,且有α(L(s))

⊂L(s),称(L,[,],α)为可解的.
定义 Hom-李 代 数(L,[,],α)的 降 中 心 列

L0=L,L1=[L,L],L2=[L,L1],…,Lt=[L,
Lt-1],….若存在正整数n,使得 Ln=0,且 有

α(Lt)⊂Lt,称(L,[,],α)为幂零的.
定义4 设(L1,[,]1,α1)、(L2,[,]2,α2)是两

个Hom-李代数,f:L1→L2 是一个线性映射.若对

∀x,y∈L1,都有f([x,y]1)=[f(x),f(y)]2 和

f􀳱α1=α2􀳱f,称f 是一个 Hom-李代数同态.特别

地,若f 是可逆的线性映射,则称f 是一个 Hom-
李代数同构,而 Hom-李代数(L1,[,]1,α1)、(L2,
[,]2,α2)是同构的.

对可解的保积 Hom-李代数,由文献[5]定理

2.1有引理1.
引理1 设(L,[,],α)是保积 Hom-李代数,α

可逆,则(L,[,],α)可解的充要条件是李代数(L,
[,]')可解,其中[,]'=α-1([·,·]).

2 具有给定幂零根基的可解保积 Hom-李代数

本节研究的幂零李代数 Q2n(n≥4)具有基

{X1,X2,…,X2n}和方括号运算:
[X1,Xi]=Xi+1,2≤i≤2n-1;
[Xj,X2n-1-j]=(-1)jX2n,2≤j≤n-1,
其他方括号运算为0,则α=diag(a,a3,a5,

…,a2n+1)是Q2n 上一个自同构,这里a 不等于零

且不是单位根.

令[X1,Xi]'=ai+2Xi+1,2≤i≤2n-1;[Xj,

X2n-1-j]'=(-1)ja2n+1X2n,2≤j≤n-1,则(Q2n,
[,]',α)是一个保积 Hom-李代数,且是幂零的,但
不是李代数.

下面研究以(Q2n,[,]',α)为幂零根基的可解

保积Hom-李代数,这里的可解指的是可解、不可

分解和非幂零.幂零根基指的是李代数的极大幂零

理想,可解李代数的幂零根基是唯一的.对 Hom-
李代数同样有幂零根基的概念.

若L2n+p 具有基{X1,X2,…,X2n,Y1,Y2,…,

Yp},使得(L2n+p,[,]',σ)是以(Q2n,[,]',α)为幂

零根基的可解保积 Hom-李代数,则有σ|Q2n=α,
[L2n+p,L2n+p]'=Q2n.设σ 在上述基下的矩阵仍

记为σ,选取适当的Y1,Y2,…,Yp,可使

σ=
α B
0 Λ  ,

其中

B=
b11 … b1p
︙ ︙

b2n,1 … b2n,p  ,
Λ=

b2n+1,1 … b2n+1,p
︙ ⋱ ︙

0 … b2n+p,p  为上三角矩阵.

定理1 设(L2n+p,[,]',σ)是 可 解 的 保 积

Hom-李代数,则σ是可逆的.
证明 若b2n+1,1=0,则选取适当的Y1,使得

b11=…=b2n,1=0,也就是有σ(Y1)=0.
设[Y1,Xi]'=c1iX1+c2iX2+…+c2n,iX2n

(i=1,2,…,2n),则有

σ(c1iX1+c2iX2+…+c2n,iX2n)=
  σ([Y1,Xi]')=[σ(Y1),σ(Xi)]'=
  [0,σ(Xi)]'=0,

即c1iaX1+c2ia3X2+…+c2n,ia2n+1X2n=0.由于

a≠0,得到c1i=c2i=…=c2n,i=0,也就是[Y1,

Xi]'=0(i=1,2,…,2n).
令L2n+1=span{X1,X2,…,X2n,Y1},则

(L2n+1,[,]',σ|L2n+1
)是一个幂零的保积 Hom-李

代数,且包含(Q2n,[,]',α),与(Q2n,[,]',α)是幂

零根基矛盾.因此b2n+1,1≠0.
同理可证b2n+i,i≠0(2≤i≤p),则Λ 可逆,因

而结论成立.证毕.
由定理1可以看到,若(L2n+p,[,]',σ)是可解

的保积Hom-李代数,则σ是可逆的,也是自同构.
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定义运算:[,]=σ-1[,]',则(L2n+p,[,])是李代

数.由引理1可得下面命题.
命题1 保积 Hom-李代数(Q2n,[,]',α)是

(L2n+p,[,]',σ)的幂零根基的充要条件是李代数

(Q2n,[,])是(L2n+p,[,])的幂零根基.
由命题1可知,要求出可解的保积 Hom-李代

数(L2n+p,[,]',σ),只需求出可解李代数(L2n+p,
[,]),以及(L2n+p,[,])的自同构σ 满足σ|Q2n=α
即可.下面计算以(Q2n,[,])为幂零根基的可解李

代数(L2n+p,[,]).由文献[10]可知,要求出 以

(Q2n,[,])为幂零根基的所有可解李代数,只需找

出(Q2n,[,])的所有非等价的线性幂零无关的外导

子集合{D1,D2,…,Ds}.这里的线性幂零无关是

指,若D1,D2,…,Ds 是非幂零的,有D1,D2,…,

Ds 的任意非平凡线性组合也是非幂零的.
命题2 设 D∈Der(Q2n),则 D 在基{X1,

X2,…,X2n}下对应的矩阵是下三角矩阵,其中对

角线元素满足dii=(i+1)d11(2≤i≤2n),形式为

D=

d11 0 … 0 0
d21 3d11 … 0 0
… … … … …

0 * … 2nd11 0
0 * … 0 (2n+1)d11

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

.

证明 设D(Xi)=∑
2n

k=1
dkiXk(1≤i≤2n),其

中dki 为常数.由于导代数[Q2n,Q2n]=span{X3,

X4,…,X2n},由条件

D(Xi+1)=[D(X1),Xi]+[X1,D(Xi)],

  2≤i≤2n-1,
可以得到dki=0(3≤i≤2n,k<i).由[X2,X3]=
0,有[D(X2),X3]+[X2,D(X3)]=0,得到d12=
0.因而D=(dij)是下三角矩阵.

考虑导子在基元素Xi,Xj 上的作用,得到如

下条件:
(C1)

 

i=1,2≤j≤2n-1:dj+1,j+1=d11+
djj;

(C2)
 

2≤i≤n-1,j=2n-1-i:d2n,2n=dii+
d2n-1-i,2n-1-i.

由条件(C1)、(C2)得到,

dii=(i+1)d11(2≤i≤2n).
接下来可以添加适当的内导子,把外导子矩阵

进行化简.令Y'k=Yk +∑
2n

i=1
aiXi,可转化出di1=0

(3≤i≤2n)和d2n,2n-1=0.证毕.

由命题2,对所有的外导子{D1,D2,…,Ds},
都可以做同样的计算,因此可设

Dk=

dk
11 0 … 0

dk
21 3dk

11 … 0
… … … …

0 * … (2n+1)dk
11

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

外导子 Dk 的对角线元素完全由dk
11 确定.假设

{D1,D2}是两个线性无关的外导子,由线性代数知

识知道,x1d1
11+x2d2

11=0有非零解.所以x1d1
11+

x2d2
11 可以是幂零矩阵,或者{D1,D2}不是线性幂

零无关的.由于三个或者更多上述形式的外导子都

不是线性幂零无关的,因此线性幂零无关外导子的

个数至多为1.
命题3 设可解李代数L2n+p 的幂零根基为

Q2n,则p=1,即dimL2n+1=2n+1.
对保积Hom-李代数,有相同的结论:
定理2 设可解的保积 Hom-李代数(L2n+p,

[,]',σ)的幂零根基为(Q2n,[,]',α),则p=1,即
dimL2n+1=2n+1.

设σ=
α B
0 b  ,其中B=b1,b2,…,b2n  T,则

由定理1知,σ 是李代数L2n+1 的自同构.由命题2
有,[Y,X1]=d11X1+d21X2,可以得到

-ab2X3-ab3X4-…-ab2n-1X2n+
  ab(d11X1+d21X2)=
  ad11X1+a3d21X2.
又因为a 不等于零且不是单位根,则有b2=

…=b2n-1=0,b=1和d21=0.
由命题2有,[Y,X2n-1]=2nd11X2n-1 和σ是

自同构,可以得到b1=0.选取适当的Y,或者令

Y'=Y+
b2n

1-a2n+1X2n,

有σ(Y')=Y'.因此选取适当的Y 有σ=diag(a,

a3,a4,…,a2n+1,1).
命题4 以Q2n 为幂零根基的可解李代数只

有一个L2n+1=span{X1,X2,…,X2n,Y}:
[X1,Xi]=Xi+1,2≤i≤2n-1,
[Xj,X2n-1-j]=(-1)jX2n,2≤j≤n-1,
[Y,X1]=X1,
[Y,Xk]=(k+1)Xk,2≤k≤2n.
证明 由上面的分析知,[Y,X1]=X1.

设 [Y,Xi]=∑
2n

k=i
dkiXk(2≤i≤2n),由于σ

745
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是同构映射,则

ai+1(diiXi+di+1,iXi+1+…+d2n,iX2n)=
  ai+1diiXi+ai+2di+1,iXi+1+…+
  a2n+1d2n,iX2n.
由于a 不等于零且不是单位根,得到di+1,i=

…=d2n,i=0(2≤i≤2n).结合命题2,取适当的Y
使得d11=1,即有[Y,Xk]=(k+1)Xk,2≤k≤
2n,故有结论成立.证毕.

注 在计算可解李代数L2n+1 时,不能像文献

[10]中那样对Q2n 的基{X1,X2,…,X2n}做变换.
因为幂零Hom-李代数给定之后,其线性映射α 是

确定的,在研究幂零李代数的可解扩张时,基元素

的变换要与α相适应.
由命题4可以得到主要结论如下:
定理3 以(Q2n,[,]',α)为幂零根基的可解

保积Hom-李代数只有一个(L2n+1,[,]',σ),其中

L2n+1=span{X1,X2,…,X2n,Y},方括号运算为:
[X1,Xi]'=ai+2Xi+1,2≤i≤2n-1,
[Xj,X2n-1-j]'=(-1)ja2n+1X2n,2≤j≤n-1,
[Y,X1]'=aX1,
[Y,Xk]'=(k+1)ak+1Xk,2≤k≤2n.

3 结束语

由于Hom-李代数与相应的线性映射有关,其
结构理论较为复杂.利用给定的幂零保积 Hom-李
代数,研究以其为幂零根基的可解保积 Hom-李代

数是一个切实可行的途径,这种 Hom-李代数比较

方便研究.因此把通常李代数的结构理论推广到

Hom-李代数上,是研究 Hom-李代数结构理论的

一个具体方法.
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