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摘 要:考虑总人口变化且康复个体不具终身免疫的情况,建立了一类具有标准发生率的SIRS传染病模

型.应用更新方程得到了模型的基本再生数R0.通过构造Lyapunov函数证明平了衡点的全局稳定性.结果显

示:当R0<1时,无病平衡点是全局渐近稳定的;当R0>1且失去免疫的速率(δ)充分大时,地方病平衡点是全

局渐近稳定的.
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 is
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renewal
 

equation.
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Lyapunov
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results
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that
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0 引言

目前,数学模型已被广泛地应用于传染病动力

学的研究[1,2],其中SIS模型和SIR模型是两种经

典的传染病动力学模型.这两种模型的差别在于个

体对疾病的免疫力不同,SIR模型描述的是个体对

疾病具有永久免疫力,而SIS模型描述的是暂时免

疫.由于疾病传播发生率描述和体现了接触方式等

可能的传染途径对传染病传播的影响,因此其对疾

病的传播发展起到重要作用.经典的疾病发生率函

数有:双线性发生率(βSI)和标准发生率(βSI/

N),其中S 和I分别表示易感和被感染个体的数

量,β表示传播速率,N 为总人口数量.

近年来,很多学者对具有这两类发生率函数的

常微分方程、偏微分方程、随机方程等的动力学模

型进行了研究[3-8].对这些模型全局动力学性质的

研究将有助于相关政府部门采取措施控制疾病传

播.用于研究传染病模型的全局动力学性质的方法

有:构造Lyapunov函数、单调系统以及构造单调

序列等.后两种方法对系统结构要求较高,必须具

有单调结构;构造Lyapuonv函数的方法普适性更

高,但构造技巧要求较高.
在全局动力学的研究中,具有非永久性免疫的

SIRS模型全局动力学性质具有挑战性,一直没有

得到彻底的解决[5,9].虽然,文献[3-8]用各种方法

解决SIRS模型的全局稳定性,但所得结论都含有
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与时间有关的假设.这种假设会随时间的变化而改

变,在实际疾病的控制中不够合理.本文将通过构

造Lyapunov函数来研究具有标准发生率和总人

口变化的SIRS模型平衡点的全局动力学性质,并
得到较为合理的条件.

1 模型建立及局部性质

采用SIRS模型的建模思想[7,8],总种群数量被

分为三类:易感染者、感染者和康复者,分别用

S(t)、I(t)、R(t)表示,假设康复者类的个体按速

率δ失去免疫力,再次变成易感者类,则可用下面

的系统来描述暂时性免疫机理:
 

dS
dt=Λ-βSI

N -μS+δR,

dI
dt=βSI

N -(μ+γ+α)I,

dR
dt=γI-(μ+δ)R.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中:S=S(t),
 

I=I(t),
 

R=R(t)表示t时刻各

种群人口的数量;Λ 表示出生率;μ 表示自然死亡

率;β表示传播速率;α表示由疾病引起的死亡率;γ
表示感染个体治愈率.N(t)=S(t)+I(t)+R(t)
表示总种群大小.考虑N =N(t)是可变的且感染

函数率取βSI/N 这种标准形式,则系统(1)可以改

写为:

dN
dt =Λ-μN -αI,

dI
dt=β(N -I-R)I

N -(μ+γ+α)I,

dR
dt=γI-(μ+δ)R.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

(2)

容易计算得到,系统(2)存在无病平衡点

E0=(N0,0,0)=(
Λ
μ
,0,0),

在无病平衡点E0 处线性化系统(2)可得:

I'=βI-(μ+γ+α)I, (3)
求解式(3)可得

I(t)=I0e-(μ+γ+α)t+

  β∫
t

0
e-(μ+γ+α)(s)I(t-s)ds. (4)

式(4)为一个更新方程,因此通过文献[10]的方法

得模型(1)的基本再生数为

R0= β
μ+γ+α.

 

(5)

假设系统(2)有和时间无关的解E* =(N*,

I*,R*),则其满足:

0=Λ-μN* -αI*,

0=β(N* -I* -R*)I*

N* -(μ+γ+α)I*
 

,

0=γI* -(μ+δ)R*.

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)
求解方程组(6)可得地方病平衡点E*,并有

下面的定理1:
定理1 如果R0>1,那么系统(2)存在唯一

正的地方病平衡点E* =(N*,I*,R*),其中

N* =
Λβμ

βμ+α(μ+δ)(R0-1)
,

I* =
Λ(μ+δ)(R0-1)

βμ+α(μ+δ)(R0-1)
,

R* =
γ

(μ+δ)I
*.

2 全局动态分析

下面讨论系统(2)的全局动力学性质,对于无

病平衡点E0 有定理2:
定理2 如果R0<1,那么无病平衡点E0 是

全局渐近稳定的.
证明 构造Lyapunov函数V(t)=I(t).并对

其求全导数,可得

V'(t)=I'(t)=

  β(N -I-R)I
N -

  (μ+γ+α)I≤
  [β-(μ+γ+α)]I=
  (μ+γ+α)(R0-1)I.
显然,当且仅当I=0时等号成立.把I=0代入

系统(2)第一个方程可知,当t→ �时N →N0.进
而,无病平衡点E0 是全局渐近稳定的.证毕.

接下来,考虑地方病平衡点E* 的全局稳定

性.系统(2)可以改写为

dN
dt = -μ(N-N*)-α(I-I*),

dI
dt=βI(

N-I-R
N -

N* -I* -R*

N*
),

dR
dt=γ(I-I*)-(μ+δ)(R-R*).

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

并有定理3:
定理3 如果R0>1且μ+2δ>α,那么对于

任何初值(N0,I0,R0)∈R3+,地方病平衡点E* 是

全局渐近稳定的.
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证明  构造Lyapunov函数

V(t)=VN(t)+VI(t)+VR(t),
其中

VN(t)=N -N* -N*ln N
N*
,

VI(t)=a2(I-I* -I*lnI
I*
),

VR(t)=
a3

2N
(R-R*)2,

这里a2 和a3 为待定系数.对系统(7)中的VN(t)
进行求导可得

dVN(t)
dt =

N -N*

N N'(t)=

  N-N*

N
(-μ(N-N*)-α(I-I*))=

  -μ
(N-N*)2

N -αI*(1-
N*

N
)(1-

I
I*
).

(8)
计算VI(t)的全导数可得

dVI(t)
dt =a2

(I-I*)
I I'(t)=

  a2β(I-I*)(I
* +R*

N* -
I+R
N
)=

  
a2βI*

N*
(I* +R*)(1-

N*

N
)(I
I* -1)-

  
a2βI*

N
(I
I* -1)2+

  
a2βI*R*

N
(I
I* -1)(1-

R
R*
). (9)

类似地,对VR(t)求全导数可得

dVR(t)
dt =a3

R-R*

N R'(t)-

  (
a3

2
(R-R*)

N
)2N'(t)=

  
a3γR*I*

N
(I
I* -1)(

R
R* -1)-

  a3(μ+δ)(R-R*)2-

  
a3

2
((R-R*)

N
)2N'(t).

 

(10)

对式(8)、式(9)和式(10)求和可得

dV(t)
dt = -μ

(N -N*)2

N +

  (
a2β
N*
(I* +R*)-α)I*(1-

N*

N
)(1-

I
I*
)-

  
a2βI*

N
(I
I* -1)2+

  (a2β-a3γ)
I*R*

N
(I
I* -1)(1-

R
R*
)-

  a3
(R-R*)2

2N
(N'(t)+2(μ+δ)N)=

  -μ
(N -N*)2

N +

  (
a2β
N*
(I* +R*)-α)I*(1-

N*

N
)(1-

I
I*
)-

  
a2βI*

N
(I
I* -1)2+

  (a2β-a3γ)
I*R*

N
(I
I* -1)(1-

R
R*
)-

  a3
(R-R*)2

2N
(Λ+(μ+2δ)(S+

  R)+(μ+2δ-α)I). (11)

因此,取

a2=
αN*

β(I* +R*)
,

 

a3=
αN*

γ(I* +R*)
,

则有

dV(t)
dt ≤-

αN*(R-R*)2

2Nγ(I* +R*)
(Λ+

  (μ+2δ)(S+R)+(μ+2δ-α)I).
(12)

因此,若μ+2δ>α,则V'(t)≤0.
 

其最大不

变集{(N,I,R)∈R3+|V(t)=0}为平衡点E*.由

LaSalle不变集原理可知,当R0>1且μ+2δ>α
时,地方病平衡点E* 是全局渐近稳定的.证毕.

3 结论

本文通过构造恰当的Lyapunov函数的方法得

出SIRS模型的全局渐近稳定性.从证明过程可以

看出该方法有很大的技巧性,特别依赖于模型的结

构和所构造的Lyapunov函数.但本文仅当免疫丧

失率比较大(即μ+2δ>α)时,证明了地方病平衡

点的全局稳定性.当这一条件不满足时,地方病平

衡点是否仍稳定仍然是一个公开问题.
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由定理1知该推论成立.证毕.

3 结语

在Cauchy-Davenport定理、Vosper定理等基

本定理的基础上,运用组合分析技巧研究有限交换

群的堆垒问题是最基本的方法,也是最有效的方法

之一.
 

本文正是在此指导思想下研究得到了有限

交换群C2
p 的势为2p-3的子集S 能张成G 的一

个充分条件,我们将深入研究S 张成G 的充要条

件.
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