
测量、维数、几何测度关系和地理空间分析

陈彦光

引用本文:
陈彦光.  测量、维数、几何测度关系和地理空间分析[J].  信阳师范学院学报自然科学版,  2020,
33(1): 89-96. doi: 10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.015
CHEN Yanguang. Measurements, Dimension, Geometric Measure Relationsand Geospatial Analysis[J].
Journal  of  Xinyang  Normal  University  (Natural  Science  Edition),  2020,  33(1):  89-96.  doi:
10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.015

在线阅读 View online: https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.015

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

粒子物理中几种可能应用的新数学方法和拓扑模型

Some New Mathematical Methods Possibly Applied in Particle Physics and Topological Model

信阳师范学院学报自然科学版, 2016(1): 17-22.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-0972.2016.01.005

城市产业规模分布的等级标度分析

A New Approach to Hierarchical Scaling Analysis of Firm Sizes

信阳师范学院学报自然科学版, 2016(1): 62-66.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-0972.2016.01.015

具有势函数的拟-F-调和映射的若干结果

Some Results for Quasi-F-harmonic Maps with Potential

信阳师范学院学报自然科学版, 2018, 31(1): 5-10.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2018.01.002

湖南肖家山金矿床金元素分形特征及地质意义

Gold Element Fractal Characteristics and Geological Significance of Xiaojiashan Gold Deposit

信阳师范学院学报自然科学版, 2019, 32(3): 421-425.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2019.03.014

近10年河南省区域社会经济发展水平空间分异研究

The Spatial Differentiation Study on the Region Social and Economic Development Level of Henan
Province in the Recent Decade

信阳师范学院学报自然科学版, 2018, 31(2): 222-226.   https://doi.org/10.3969/j.issn.1003-
0972.2018.02.010

http://journal.xynu.edu.cn/
http://journal.xynu.edu.cn/
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.015
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2016.01.005
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2016.01.015
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2018.01.002
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2019.03.014
http://journal.xynu.edu.cn/article/doi/10.3969/j.issn.1003-0972.2018.02.010


DOI:10.3969/j.issn.1003-0972.2020.01.015  文章编号:1003-0972(2020)01-0089-08

测量、维数、几何测度关系和地理空间分析
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摘 要:分形维数概念是欧氏几何中的维数概念的一种发展或者推广,而维数概念本身则来自生活和生产

中的测量.当人们想要量算一个事物的长度、面积或者体积等测度的时候,就不可避免地涉及维数.然而,经过

数学家的抽象之后,维数似乎变得有些高深莫测.这篇文章力图从日常生活中的测度出发,逐步揭开维数表面

的抽象面纱,将其还原为一个通俗的概念.维数可以由特征尺度与测度的幂律关系定义,此时测度确定,幂指

数为欧氏维数;如果一个现象的特征长度不存在,则测度依赖于尺度,幂律关系不变,但幂指数给出分形维数.
分形几何与欧氏几何在测量方面具有“对偶”关系.其一,测量目标不同.欧氏几何体的维数不测可知,需要的

是相应的测度;分形几何体的测度在理论上不测可知,需要的是相应的维数.其二,表达形式不同.欧氏几何体

应该采用正幂律描述,建立尺度与测度关系;而分形几何体最好采用负幂律描述,建立尺度与测量次数的关系.
其三,测量重点不同.欧氏几何重在测量结果,其基础是尺度;分形几何重在测量过程,其基础是标度.
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Abstract:Theconceptoffractaldimensionisadevelopmentorextensionoftheconceptofdimensionin
Euclideangeometry,whiletheconceptofdimensionitselfcomesfrom measurementinlifeandproduction.
Dimensionisaverycommonconcept.Whenpeoplewanttomeasurethelength,areaorvolumeofathing,it
inevitablyinvolvesdimension.However,aftertheabstractionofmathematicians,dimensionalityseemstohave
becomesomewhatunpredictable.Takingdailylife,history,legendandotherissuesasexamples,thisarticle

graduallyuncoverstheabstractveilonthesurfaceofdimensionalityandreducesittoapopularconcept.Theidea
offractaldimensioncanbeunderstoodbyEuclideangeometrycontrast.EitherfractalgeometryorEuclidean

geometry,apowerexponentialrelationshipcanbeestablishedbymeasuringscale(suchaslength),measure
(length,area,volume,etc.).Itspowerreflectsthedimensionofthemeasuredobject.However,fractal

geometryandEuclideangeometryhaveadualrelationshipinmeasurement.Firstly,themeasurementtargetsare
different.ThedimensionofEuclideangeometryisuncertain,andthecorrespondingmeasureisneeded;the
measureoffractalgeometryisuncertainintheory,andthecorrespondingdimensionisneeded.Secondly,the
formsofexpressionaredifferent.Euclideangeometryshouldbedescribedbyapositivepowerlaw,whichgives
therelationshipbetweenscaleandmeasurement,whilefractalgeometryshouldbedescribedbyanegativepower
law,whichgivestherelationshipbetweenscaleandmeasurementtimes.Thirdly,theemphasisofmeasurement
isdifferent.Euclideangeometryisbasedonmeasurementresultsandfractalgeometryisbasedonscalingand
measurementprocess.
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0 引言

科学研究始于描述,成于理解:首先要描述一

个系统如何运转,然后再解释它为什么这样运

转[1,2].为了有效地描述一个系统,需要进行适当

的测量,这就涉及测度概念.著名科学家开尔文

(Kelvin)勋爵即汤姆森(William Thomson,1824
-1907)曾经指出:“当你对你所讨论的事物进行测

量并且用数字表示它的时候,你对它有所认识;但
是,如果你不能测量,不能采用数字表示,则你的知

识 存 在 缺 陷,属 于 不 能 令 人 满 意 的 那 种 (知
识).”[3]测量就会用到尺度.在测量过程中,人们

总是有意无意通过种种途径建立一种尺度与相应

数量的关系.如果尺度与相应测度或者量值之间

构成幂指数关系,又会用到维数概念.维数与量纲

是一个问题的两个方面.尺度与测度的幂指数关

系本质上是一种比例关系,这种比例关系暗示几何

学中的维数一致性公理:只有相同维数的测度之间

才能构成比例关系,否则不能[4].维数一致性也就

是量纲一致性.量纲问题曾经导致理论地理学的

很多困惑,包括人口规模的引力模型[5-7]、城市人口

-城区面积的异速生长定律等[4,8,9].
传统的定量分析和数学建模依赖于特征尺度.

只有找到特征尺度,才能进行有效的数量描述,进
而获得令人信服的理解结果.然而,复杂系统如城

市通常没有特征尺度,从而传统数学描述方法效果

不佳,需要代之以标度分析,而标度分析倚重于标

度指数如分形维数.另一方面,地理学是一门空间

信息科学[10,11],维数概念对地理学而言基本而又

非常重要.一方面,维数是一种空间测度,这与地

理学的性质一致;另一方面,维数是一种信息测

度[12,13],这也与地理学的性质一致.传统的欧氏维

数是确定的量,在科学描述没有太多的信息.然

而,分形维数就不同了.分维蕴含很多重要的空间

信息,它是采用欧氏几何学无法描述的一类现象的

基本参数.分形几何学发展以后,维数概念从先验

领域走进经验领域,成为地理空间分析的特征参量

之一.维数概念原本非常简单,但经过数学家的抽

象表述之后,维数又令人感到有些琢磨不定.这篇

文章是为人们理解分形城市做预备的,目的是揭开

维数表面的抽象面纱,将其还原为容易理解的几何

概念.因此,作者将采用通俗的语言,从日常生活

中的测量开始,逐步说明维数概念的内涵.然后,
比较欧氏几何学的测度关系与分形几何学的测度

关系,通过对比分析帮助读者理解分维概念.

1 测量中的维数概念

1.1 生活、生产与测量

要理解分形,首先得理解分维;要理解分维,首
先得理解测量.数学上有所谓测度,长度、宽度、高
度、面积、体积、质量等等都是基本测度,密度是基

于基本测度的衍生测度(两个测度的比值).更广

义地,城市的规模、面积、产值为描述城市特征的测

度,交通里程、节点密度为描述交通网络的测度.
河流长度、湖泊面积、海拔高度,如此等等,都是测

度.为了确定测度的量值,需要尺度.尺度和测度

的关系,可以反映被测量体的维数.
在生命演化的过程中,测量是一种非常重要的

活动.人类最频繁的测量就是度量时间,故在手机

出现之前,人们都希望自己拥有一块手表.中国古

人在没有钟表的时代,采用沙漏、水漏乃至燃香测

量时间.当然,最广泛的测量还是空间测量.在没

有测量工具的情况下,人类采用自身器官作为测量

工具:拇指和中指伸开作为一拃,两臂伸开作为一

庹(约和五尺,或者八拃),左右脚各迈一步作为一

步的长度(周步八尺,秦步六尺).中国历史早期

(夏商周)非常广泛地采用了人体度量.《史记·夏

本纪》中记载禹“身为度,称以出”.不仅度量长度,
也度量容积:“布手知尺,布指知寸”、“一手之盛谓

之掬,两手谓之溢”.中国传说中的人类始祖———
伏羲和女娲图像,就是两人分别持规和持矩.无规

矩不成方圆,手持规矩,随时准备测量.孙悟空的

金箍棒原是大禹治水所用的定海神珍铁,它可以根

据江河形势伸缩变化.这就涉及后面讨论的标度

概念了.孙悟空的变化本身暗含分形概念.中国神

话传说中有很多科学思想,此不赘述.制造工具、
建筑房屋、划分田亩,如此等等,都要测量.没有测

量,就没有人类文明的发展.西方几何学就创生于

古埃及人的土地测量———尼罗河每次涨水,都会洗

刷掉田亩的界限,于是新一轮的测量开始了.久而

久之,测量知识积累了,几何学也就产生了.测量

不限于人类活动,很多生物都需要某种方式的测

量.生物学家研究发现,澳大利亚的狼都有自己的

领地,领地近似为圆形,以狼的守望半径为尺度确

定领地的大小,以体液划分疆界.于是不同狼群的

领地形成类似中心地的六边形网络.还有地理学

家发现,其他动物如非洲大象的领地也与中心地格

局相似.
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在测量过程中,就会出现测量体和被测量体.
如今建立分形模型,首先就是确立测量体和被测量

体的某种测度关系.就个人活动而言,怎么测量都

可以.但是,在社会活动中,测量体需要具备如下

特征:其一,简单性.测量体要简明、容易理解.其
二,预知性.测量体的尺度事先知道,否则测量就

没有意义.其三,统一性.测量体的尺寸经过权威

定义,或者民间约定俗成,总之得到大众的认可.
前面提到人体测量,基本原理在于,人体各个部分

之间则具有比例关系,实则异速标度关系.一庹大

约等于八拃,而一庹长也大体就是人体的高度.不
同人身高不一样,但就某个种族而言,却有一个平

均的身高作为标准.因为人类身高具有特征长度:
特别高的人和特别矮的人极少,绝大多数人的身高

围绕种族平均高度变化,大约呈现正态分布.正因

为如此,才有人体测量出现.多个成人测量一个物

体,其平均结果大体符合实际.在农家,几乎家家

户户都有尺子(度)、斗(量)和秤(衡),这些都是基

本的、用作测量体的工具.中国历史提到秦始皇的

功绩之一,常说他统一中国的度(长度测量)、量(容
积测量)、衡(质量测量),当然这不仅仅是秦始皇个

人的功劳.不同的国家有不同的法定度量单位,这
不利于国际交流.因此,今天撰写论文,都要求采

用国际计量单位,基本的单位就是:度—m、量—L、
衡—kg.
1.2 测量与维数

那么,上述这些与维数有什么关系呢? 只要有

测量,就会涉及维数,只是一般情况下人们不考虑

有关理论问题.改革开放之前,很多农村地区村民

饮水,要到较远的野外水井去挑水.人们常问的一

个问题就是:你家的水缸可以装多少桶水? 这就意

味着人们用桶的容积来度量缸的容积.假定一个

缸可以装下十桶半水,则桶的容积和缸的容积形成

如下比例关系:缸的容量=10.5×桶的容量.更一

般地,被测量体(缸)的容积=系数×测量体(桶)的
容积.也就是说,测量体与被测量体的数值之间形

成一种比例关系.形成这种关系的前提是,测量体

和被测量体的量纲是一样的,或者它们有着相同的

维数.如果采用一个平面,比方说一面镜子,来测

量一缸水,是无法进行有效操作的.如果没有黏附

力的作用,一面镜子根本不能装水,一次顶多盛出

几个水分子,这样要测量无数次才可以完成容积的

测量,理论上测量的结果为无穷大,这种结果没有

任何实际意义.这就是说,立体(3维)缸的容积与

平面(2维)的镜子的面积之间不能形成比例关系,
因为它们的量纲不一样,或者说,维数不一致.不
难想见,如果采用一条丝线直接测量一桶水的容

积,更是不可操作.
如果有一个正方形的平面,希望知道它的面

积,怎么测量呢? 首先得制造一个更小的正方形,
这个正方形的面积事先知道.比方说,采用边长为

0.1m的方块作为度量工具.采用这个方块来覆盖

需要测量的正方形,假定最少移动81次刚好覆盖

全部正方形面上的每一个部位.那么被测量体的

面积大约就是81×0.01=0.81m2.于是得到如下

公式:被测量体的面积=系数×测量体的面积.综
上所述,可以概括出如下比例关系:被测量体的测

度=系数×测量体的测度.
能否采用一个直线段以覆盖的方式来测量上

述正方形的面积呢? 不可以,因为需要采用无穷多

个线段才能将一个正方形的表面覆盖,亦即测量结

果为无穷大.能不能用一个杯子来测量正方形的

面积呢? 也不可以.因为正方形的平面没有容积,
用体积来度量面积结果为零.当且仅当测量体和

被测量体的维数相同的时候,才会得到有限的、并
且数值不为零的测量结果,这个结果才具有实际意

义.这就是测量体与被测量体的量纲一致性,或者

维数一致性.在维数一致的情况下,被测量体的测

度总是等于测量体的测度乘以某个常系数,或者说

测量体与被测量体之间构成比例关系.反过来,形
成比例关系的前提就是量纲一致,或者维数一致.
在分形研究中,特别是揭示异速生长背后的分维关

系的时候,人们常常采用几何测度关系的推广结

果[9]:长度正比于面积的平方根、正比于体积的立

方根、正比于d 维广义体积的d 次方根.这个关系

的基本原理就在于上述测量.

2 几何测度关系

2.1 几何测度关系的归纳

根据量纲一致性原理,人们只能采用长度测量

长度、面积测量面积、体积测量体积.当然,还可以

用质量测量质量.之所以可以用秤衡量一个物体

的质量,是因为秤砣本身也有质量.人们是利用杠

杆原理和比例关系,采用秤砣来度量一个物体的质

量的.不过,如果完全按照上述的规则测量,在现

实活动中将会非常麻烦.人们不仅需要度量长度

的尺子,还需要度量面积的方块,当然更需要度量

体积的容器.这样,不仅不方便,而且很多情况下
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不可行.比方说,要想知道一个很大的长方形的水

池的容积,总不可能一桶一桶或者一瓢一瓢地度

量! 为此,人们需要更为简明、方便的度量方式.
于是,有人发现,采用度量长度的尺子,不仅可以度

量长度,同时可以度量面积和体积,进而度量质量

乃至密度.于是,维数概念应运而生.
当人们采用一个10cm长的尺子度量一个正

方形的时候,需要开展如下工作:首先,实施纵向测

量,假定测量9次刚好测出一个边长;然后,进行横

向测量,假定也是9次测出一个边长.这样,正方

形的面积就是9×10×9×10=81×尺子长度的平

方.在这里,纵向代表一个维度的方向,横向代表

另一个维度的方向.由于需要两个维度,测量的结

果就正比于尺子长度的2次方.这个以幂的形式

出现的2,就是被测量体的维度.这就自然而然涉

及一个物体的维数了.对于一个二维的平面,需要

沿着两个正交(垂直)的方向测量;采用一维的尺度

测量三维的体积,需要沿着三个正交的方向测量.
不妨举一个简单的例子.假定考虑一个三角形的

面积,需要采用一维的尺度测量哪些数值呢? 根据

中学的平面几何知识可知,需要测量三角形的底边

长度和高度.于是,三角形的面积等于0.5×底边

长度×高度.由于底边长度和高度都是一维测度,
它们可以互相测量.假定用高度测量两次可以量

出底边长度,那么底边长度就是2×高度.也就是

说,底边长度=系数×高度.于是,三角形的面积

=0.5×2×高度的平方=系数×高度的二次方.这
个二次方就反映的三角形的维数.采用类似的方

法可以分析矩形、梯形、平行四边形等的维数.
对于一个圆形怎么办呢? 古人实际上是将圆

形分割成一个个非常狭窄的长方形或者梯形,理论

上则是分解为底边非常短的三角形,分别计算面

积,然后累加起来.当长方形的宽度接近于0的时

候,累加的结果就非常逼近圆的面积了.这就不仅

涉及维数,同时涉及微分和积分的思想了.对于一

个变量,微分一次降低一个维度,积分一次增加一

个维度.根本的原因,也在这里.实际上,曹冲称象

就包含有数学变换、微分和积分的思想:将大象变

换为石头,然后将石头分成一份一份的,最后再累

加.石头分得越小,称出的大象的质量越是准确.
复杂事物的测量不仅需要技巧,有时需要变换.古
希腊数学家阿基米德(Archimedes,约287-212
B.C.)为了测量国王皇冠的体积,将它变换为水的

体积;借助水的体积和黄金的质量测量王冠的比

重,就知道该王冠是否纯金构造.
可以看到,要想测量一个d 维物体的某个测

度(长度、面积、体积),只需要采用某个系数乘以特

征长度的d 次方,即有:物体的测度=系数×特征

长度d.对于正方形的面积,特征长度可以采用边

长,维数为2,系数为1.对于矩形,特征长度可以是

长边或宽边.长边和宽边可以互相测量,最方便的

是用宽边测量长边.这样,取宽边为特征长度,维
数为2,系数为长边与宽边的比率.对于三角形,特
征长度为一个边长以及与此边长正交的高度,当然

可以将高度转换为边长或者将边长转换为高度,若
取特征长度为高度,则维数为2,比例系数为底边

与高度比率的二分之一.对于矩形、梯形、三角形、
平行四边形之类,特征长度和比例系数都容易确

定,维数当然也很清楚.对于圆形,就不那么容易

了.圆的特征长度可以取半径(当然也可以取直

径),问题是比例系数如何确定.正因为如此,南北

朝时期的祖冲之计算出圆周率———圆的周长与圆

直径的比率———就是一个重要的数学成就.圆周

长公式为:圆周=系数×半径=2×圆周率×半径.
于是,系数就是圆周率的二倍,即2π.

那么,如何计算圆的面积呢? 前面提到将圆分

割为细长条的方法.实际上,开普勒(JohannsKep-
ler,1571-1630)曾经提出一个简明的圆的面积估

计方法,虽然是一个近似方法,但却可以导出精确

的数学公式.将一个圆均分为2n 个扇形,将这些

扇形拼接为一个近似平行四边形的图形,图形的高

近似为半径,边长近似为圆周的一半.根据平行四

边形的面积公式,可得:圆的面积=长×高=周长

的一半×半径=圆周率×半径×半径=系数×半

径的平方.这里,半径为特征长度,维数是2,系数

就是圆周率.更早地,阿基米德将圆分解为一个个

非常细小扇形,每一个扇形近似地视为一个底边很

小的三角形.由于三角形非常之窄,底边近似为弧

长,高近似为半径,于是面积为“弧长×半径/2”.
所有三角形面积之和就是圆的面积,由此导出如下

结论:一个圆的面积等价于一个大三角形的面积,
这个三角形的高度等于圆的半径,底边等于圆的周

长.因此可得:圆的面积=0.5×半径×圆周=0.5
×半径×2×圆周率×半径=系数×半径的平方.
这里系数等于圆周率,半径的平方指示的就是几何

图形的维数.阿基米德的思想影响了开普勒,他们

又共同影响了牛顿和莱布尼兹,导致微积分理论的

创生.这种思想今天依然要用到.在现代人体电子
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测量技术产生之前,医学上为了建立人体表面积与

身高、体重的关系,采用人体贴膜的方式度量人体

表面积:在人体上覆盖相同大小的小纸膜,如果贴

了N 块,则一个人的表面积就近似等于N 乘以纸

膜面积了.
总之,不论对于什么图形,只要确定了特征长

度、系数和维数,就可以确定其长度、面积和体积

了.于是得到如下公式:
长度=系数×特征长度

(如:圆周=2×π×半径)

面积=系数×特征长度的平方

(如:圆的面积=π×半径的平方)

体积=系数×特征长度的立方

(如:圆球的体积=(4π/3)×半径的立方)

由此可得如下几何测度关系:

 长度=系数1×面积的平方根=系数2×体积的立方根

这就是在分维测量中常用的几何测度关系式.
2.2 一般原理的总结

总之,如果需要了解一个一维的线的测度(长
度),只需要沿着一个方向测量出一个特征长度,最
后的测度等于某个系数乘以特征长度.如果是曲

线,就要将其分解为很小的直线段,极限的情况下

就用到微分和积分,最终的结果依然是特征长度乘

以某个系数.例如,圆周的长度就是圆周率的2倍

乘以半径.如果需要了解一个二维物体的测度(面
积),我们在两个彼此正交(垂直)的方向测量两个

特征长度,最后的测度等于系数乘以特征长度1再

乘以特征长度2.矩形的面积等于长边长乘以短边

长(系数为1),三角形面积等于0.5乘以底边长再

乘以高度(系数为1/2),平行四边形的面积等于底

边乘以高度(系数为1),椭圆的面积等于圆周率乘

以半长轴长度乘以半短轴长度(系数约为3.14),如
此等等.所有上述几何体,两个特征长度之间都具

有固定的比例关系,或者说可以采用一个特征长度

度量另外一个特征长度.由于特征长度1(如三角

形的底边)=系数×特征长度2(如三角形的高),
最后的二维测度总是可以表成系数乘以某个特征

长度的二次方.对于三维的测度(体积),需要沿着

三个正交的方向测量三个特征长度,最后的测度等

于系数乘以三个特征长度之积.例如,长方形的体

积等于底边长1乘以底边长2乘以高,圆柱体的体

积等于圆周率乘以半径平方再乘以高.由于三个

特征长度之间维数相同,可以互为比例关系,最后

三个特征长度之积可以转换其中一个特征长度的

三次方.无论怎样,只要是欧氏几何体,一定可以

由某个特征长度的d 次方确定其d 维测度,关键

在于找出正确的比例系数.换言之,d 维的测度与

其一维的特征长度的d 次方成正比关系,公式为

测度=系数×特征长度d

这里d 为相应于测度的维数.如果测度确定,
则维数为已知整数,如1、2、3.如果测度不确定,即
依赖于尺度,则特征长度不存在,从而维数为未知

数,经验上其计算结果表现为分数.

3 幂律与分形

3.1两种幂律与分维概念

前面讲到,对于一个欧氏几何体,只要采用量

纲一致的测量体进行度量,得到的结果是有限数

值.对于一个矩形的面积,如果采用1维的线段覆

盖,结果为无穷大;如果采用立方体覆盖,结果为

0———一个平面在立体中占据的容积为0.恰当的

方法是:采用小方块进行最小次数覆盖———最小次

数覆盖意味着在不露缝隙的情况下尽可能不出现

重叠现象,结果为方块的面积乘以测量次数.方块

的面积等于边长的平方,于是矩形的面积等于测量

次数乘以小方块的边长的平方,即有幂律形式:测
度(面积)=测量次数×尺度(边长)维数.这里,测量

次数为系数,方块的边长为特征长度,面积为2维.
对偶地,上式可以表示为负幂律形式:测量次数=
测度(面积)×尺度(边长)-维数.这里,测量次数成

为测度,而面积变成了系数.可见,幂律可以等价

地表示为负幂律形式.后面将会说明,对于欧氏几

何体,幂律形式更为规范;而对于分形几何体,负幂

律形式更为常见.
但是,有一类的几何体,如海岸线的模型———

Koch曲线,它的维数很难基于欧氏几何学思想得

到理解.如果说Koch曲线是一维物体,则它应该

有一个确定的长度,因为它的两个端点的距离是有

限的.但是,理论上,Koch曲线有无穷层次,当我

们用一维的尺度进行测量的时候,随着测量尺度的

缩小,测得的结果将是无穷大.如前所述,在欧氏

几何中,只有采用线段测量面积或者体积的时候才

会得到无穷大的结果.可见,Koch曲线不是一维

现象.另一方面,Koch曲线也不是二维现象,否
则,它会有一个不为0的确定的面积,但是,它的面

积显然为0.从逻辑上判断,Koch曲线的维数应该

介于1维到2维之间.实际上,它的维数约为

1.262.相对于欧氏曲线,Koch曲线还有一个特点.
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对于欧氏曲线,例如抛物线,要度量它的长度,可以

将其微分为无数个直线段,然后积分即可.可是,

Koch曲线不同,可以将其划分为无数个直线段,但
它处处连续,却处处不光滑,无法积分.简而言之,

Koch曲线不具有常规意义的可积性.
不过,人们更关心的还是如下问题.海岸线这

类分形体与欧氏几何体的一个重要区别在于,欧氏

几何体的测量结果不依赖于尺度的大小,而分形体

的测量结果依赖于尺度的大小.分形的一个基本

特征就是测度的尺度依赖性.对于分形而言,其测

量公式也可以表示为如下幂律形式:
被测量的测度(不确定)=系数×可变的尺度维数

或者负幂律形式:
测量的数目(不确定)=系数×可变的尺度-维数

注意,这里关系式的结构没有变化,但可变尺

度代替了特征长度.也可以这样理解,在欧氏几何

体的测量中,特征长度是一定的;在分形几何的测

量中,没有确定的特征长度,采用无数个可能的长

度进行度量.
3.2 欧氏几何与分形几何的对偶关系

对于欧氏几何体,最后测量的结果是确定的,
维数是预知的,维数没有有用的信息,但测度对人

们有用.对于一个圆面而言,它的系数(圆周率)、
维数(d=2)都是确定的,人们关心的是它的半径

(特征长度),据此判断它的面积和周长.半径不一

样,面积和周长也就不一样.其有效信息包含在特

征长度里面,或者说包含在所需要的测度之内.有
了特征长度,总可以唯一地确定一个测度.特征长

度的信息和最后测度的信息具有一致性.因此,对
于欧氏几何体,幂律公式反映的是长度、面积、体积

等测度与线性尺度的关系,测量次数等信息则隐含

在比例系数等常数里面.给定测量对象和尺度,测
量的次数是确定的,例如采用直径测量圆周长度,
总是大约要测量3.1415926次.但是,对于分形几

何体,情况就不一样了,分形体没有特征长度.以
二维空间为例,分形的面积不是一个确定的数,面
积的大小取决于测量的尺度.对于严格意义的分

形而言,其面积为无穷小,不测也知道,因此测度没

有信息.但是,它的维数不是预知的,需要测量才

知道,维数对人们而言才有信息.可见,测量分形

最好采用负幂律形式,以尺度为自变量,测量次数

为因变量,面积等以常数的形式隐含在比例系数中

间.需要说明的是,有些地理现象,部分具有分形

性质,部分则具有欧氏几何学性质.例如,岛屿、湖
泊、城市化地区,面积是确定的,面域可以用欧氏几

何学描述;边界长度不确定,可用分形几何学描述.
对于这类现象,面积的等效圆的半径即其特征尺

度,但边界没有特征尺度,可以用分维反映其标度

性质.
这里涉及信息的定义.信息的一个定义就是

不确定性的度量.一个预先知道的事物是没有信

息的,只有预先不知道,经过调查才知道的事物,才
有信息.对于欧氏圆来说,无须调查就知道它的维

数(2),但不测量就不知道它的面积.因此,欧氏圆

的信息包含在面积测度之中.对于分形圆来说,情
况反过来,严格的、数学意义的分形圆,其面积为无

穷小,不测就知道,它没有信息.但是,它的维数事

先不能判断,必须经过测量才知道它的维数值.所
以,信息在维数之中.有人认为,分形的判断,在很

多情况下是与 Hausdorff维数进行一种类比.其
实,分形的判断,最根本的是与欧氏维数的一种类

比.无论采用某种尺度度量欧氏几何体,还是度量

分形几何体,数学表达式都是一样的:测量结果=
系数×特征尺度维数.所不同的是,对于欧氏几何

体,人们关心的是测量结果而不是维数;对于分形

几何体,人们关心的是维数而不是研究对象的某种

测度的度量结果(表1).

表1 欧氏几何学与分形几何学的测度对比关系

Tab.1 AcomparisonbetweenthemeasuresofEuclideangeometryandthoseoffractalgeometry

领域 测量对象 研究对象 数学形式 测量结果 基本特征

欧氏

几何

规则现象(点、

线、面、体)
形(空间形状与

形态)
幂律(幂指数

为欧氏维数)
测度值确定

维数没有信息
有特征尺度

分形

几何

不规则线性

(点、线、面、体)
形与数(形态、功能、

格局、过程)
负幂律(幂指数

为分维)
测度值不确定

维数有信息

无特征尺度

(标度)
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4 结束语

这篇文章的目的是说明测量背后的维数概念,
进而引申出分维概念.到此为止,可以总结一下测

量与维数的关系.在实际测量过程中,如果采用“覆
盖”的方式量测,测量体(如扑克牌)与被测量体(如
桌面)之间要具有相同的量纲.最后得到的被测体

的测度(如桌面面积)等于测量次数乘以测量体的

测度(如扑克牌面积).这个测量次数要么是已知的

常数(如圆周率),要么是无量纲的,故作为比例系

数,它是被测体测度与测量体测度之比.然而,覆盖

的方法可以用于理论分析,却不便于实际操作.如
果采用一张竹席去测量一块巨大的水稻田的面积,
则是一种糟糕的操作方法.比较简便的方式是采用

最简单的一维测量体来度量,分别沿着彼此正交的

方向测量.如果利用一条绳子测量水稻田的面积,
那就简便多了:东西方向测量若干次,南北方向测

量若干次,则稻田面积约为不同方向测量次数的乘

积(此为比例系数)乘以绳子长度的平方.这是一种

正幂律关系,幂次反映的就是稻田在地球表面的欧

氏维数.可见维数在欧氏几何学中代表测量的独立

方向数目.推而广之,可以判断任意欧氏几何体的

维数:点为0维,线为1维,面为2维,体为3维.欧
氏几何体的维数不测可知,因此没有太多的信息.

然而,对于欧氏几何体糟糕的测量方法,对于

分形体却是有效的维数估计方法.分形体没有确定

的长度、面积或者体积,从而没有特征尺度,基于欧

氏维数的简单测量不起作用.在这种情况下,可以

放弃常规测度的估算,转而计算空间维数.以电子

地图上的城市形态为例,可以采用盒子覆盖之类的

方法进行测量,逐步逼近城市面积,然后建立盒子

尺度与测量次数的标度关系.这是一种负幂律关

系,幂指数或者说标度指数给出城市形态的分形维

数.维数的数值大于0,小于所在空间的欧氏维数.
利用分维,可以分析被测量体如城市形态的不规则

性、分布均衡性、空间填充度、空间关联性以及空间

复杂性,如此等等,进而解析系统如城市演化的空

间动力学[13-16].不仅如此,分形思想可以推广到更

一般的城市标度分析,包括城市分形标度、异速标

度和城市位序-规模分布的标度分析[17-24].分形几

何学、异速生长和复杂网络理论正在集成和融合,
形成一种解释城市发展的新理论[25].
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