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一类求解浅水波方程的基本无振荡熵稳定格式
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摘　 要：针对浅水波方程，提出了一类低耗散基本无振荡熵稳定格式．在 Ｒｏｅ 型熵稳定通量中添加熵守恒

格式的熵数值黏性绝对值的量来抵消解在跨过激波时所产生的熵增，从而抑制伪振荡；并且，利用通量限制器

函数构造出相应的高分辨率熵稳定格式．利用新格式模拟一维和二维经典问题，数值结果表明，该格式具有低

耗散、高分辨率、基本无振荡性等特点，是求解浅水波方程较为理想的方法．
关键词：浅水波方程；低耗散；高分辨率；熵稳定格式
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０　 引言

浅水波方程是各种浅水环境流体运动的数学

描述，可以通过对浅水波方程进行数值求解来研究

诸如潮汐、涌浪、溃坝和水环境污染扩散等热点问

题．浅水波方程属于双曲守恒律方程，其非线性性

质使得数值方法的稳定性很难保证．ＴＡＤＭＯＲ在文

献［１］ 定义了一类二阶的熵守恒格式，由此得到一

种对数值黏性更精确的量化方法，即：一个三点格

式只需含有比熵守恒格式更多的黏性则是熵稳定

的．熵守恒 ／ 熵稳定格式的提出为获得具有物理意

义、数值上稳定的解提供了一种简便有效的方法，
而且更便于推广和应用．ＴＡＤＭＯＲ进一步提出分段

线性路径的熵稳定格式［２］，适用于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ

方程［３］、浅水波方程［４］ 等各种守恒系统．熵稳定格

式的构造主要基于熵守恒通量和数值耗散项，但是

基于 Ｒｏｅ 格式数值黏性项的熵稳定格式并没有完

全消除间断前后的伪振荡．为此，２００９ 年，ＩＳＭＡＩＬ
和ＲＯＥ ［５］以一维无黏Ｂｕｒｇｅｒｓ方程为研究对象，从
熵增的定义出发，得到了该方程跨过激波的确切熵

增量；进而在熵稳定格式的基础上再补充一个特征

速度差分的绝对值的量来抵消此熵增，从而得到了

可以完全消除振荡的熵相容格式（ＥＣ１），并启发式

地推导出求解欧拉方程的熵相容格式．显然熵相容

格式依然是熵稳定的，熵相容格式的目的是尽量使

熵的耗散刚好抵消掉间断附近的伪振荡．２０１３ 年，
ＭＯＨＡＭＭＥＤ 等［６］ 将与人工物理耗散机制相结合

的熵相容格式推广应用于一维黏性 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程
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及 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程．在 Ｒｏｅ 格式的基础上，我们

前期的研究［７⁃９］ 是通过利用限制器函数构造了一

些行之有效的高分辨率熵稳定 ／ 熵相容格式，并应

用于双曲守恒律方程的计算．程晓晗等［１０，１１］、郑素

佩等［１２，１３］ 通过结合熵稳定格式和 ＷＥＮＯ 重构方

法，构造了高分辨率的熵稳定格式．研究中我们发

现，以上熵稳定格式 ／ 熵相容格式求解一般的浅水

波方程具有较好的效果，但是求解具有弗劳德数

（Ｆｒｏｕｄｅ ｎｕｍｂｅｒ） 的初始值问题时，间断前后出现

了伪振荡．为了完全消除该类问题间断前后的伪振

荡，我们对熵稳定格式进行修正，以实现对该类问

题的准确求解，并将修正后的熵稳定格式应用于一

维溃坝问题来验证算法的有效性，进而将该算法推

广应用于二维溃坝问题．
本文针对一维浅水波方程构造一类熵稳定格

式，并利用通量限制器函数构造高分辨率熵稳定格

式，将建立的格式应用于一维和二维的初始值问题

来验证方法的有效性．本文采用空间半离散格式，
时间上的推进采用三阶强稳定的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方

法：［１４］

Ｖ∗
ｉ ＝ Ｕｋ

ｉ ＋ ΔｔＬ（Ｕｋ
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Ｕ∗∗
ｉ ＝ ３
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１　 数值方法

考虑一维无黏浅水波方程初值问题：
∂
∂ｔ
Ｕ ＋ ∂

∂ｘ
ｆ（Ｕ） ＝ ０， ｘ ∈ Ｒ，ｔ ＞ ０，

Ｕ（ｘ，０） ＝ Ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ｒ，

ì

î

í

ïï

ïï

（２）

其中： 守恒型变量 Ｕ ＝ ［ｈ，ｕｈ］ Ｔ， 通量 ｆ（Ｕ） ＝

ｈｕ， １
２
ｇｈ２ ＋ ｈｕ２é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，ｈ ＝ ｈ（ｘ，ｔ） 是总的水深，ｕ（ｘ，

ｔ） 是深度平均速度，ｇ 是重力加速度．式（２） 具有物

理意义的唯一弱解需要满足熵不等式：
Ｅ （Ｕ） ｔ ＋ Ｈ （Ｕ） ｘ ≤ ０， （３）

其中：Ｅ（Ｕ） 是熵函数；Ｈ（Ｕ） 满足

Ｈ′ （Ｕ） Ｔ ＝ Ｅ′ （Ｕ） Ｔｆ′（Ｕ）
是熵通量函数．在空间方向采用等距网格划分，控
制单元 Ｉｉ ＝ ［ｘｉ － １

２
，ｘｉ ＋ １

２
］，△ｘ ≐ ｘｉ ＋ １

２
－ ｘｉ － １

２
，ｘｉ 为单

元 Ｉｉ 的中点，则求解式（２） 的守恒型半离散格式为

ｄ
ｄｔ
Ｕｉ（ ｔ） ＝ － １

△ｘ
（ ｆ＾ ｉ ＋ １

２
－ ｆ＾ ｉ － １

２
）， （４）

该格式中的 ｆ＾ ｉ ＋ １
２
是一个满足

ｆ＾ ｉ ＋ １
２
（Ｕ，Ｕ，…，Ｕ） ＝ ｆ（Ｕ）

相容的数值通量函数，其对应的熵稳定条件变为式

（３） 的半离散形式．
对于一维浅水波方程，取内能和势能的总和作

为熵函数，即 Ｅ（Ｕ） ＝ （ｇｈ２ ＋ ｕ２ｈ） ／ ２．计算得熵通量

函数 Ｈ（Ｕ） ＝ ｇｕｈ２ ＋ ｕ３ｈ ／ ２． 熵变量 Ｖ ＝ Ｅ′（Ｕ） ＝

［ｇｈ － ｕ２ ／ ２，ｕ］ Ｔ，熵势 ψ ＝ １
２
ｇｕｈ２ ．熵不等式为

ｄ
ｄｔ∫ｘＥｄｘ ≤ ０． （５）

在单元交界面处的熵增定义为

Ｕ· ＝ ∬
Ω
（∂ｔＵ ＋ ∂ｘＨ）ｄｘｄｔ ＝

　 　 ∮
∂Ω
（Ｕｄｘ － Ｈｄｔ），Ω ∈ ［０，¥） × Ｒ．

实际物理问题中，跨过激波时熵是增加的，但
是在数学模型中，通常熵增表现为一个耗散或色散

的过程，数学上由一些较小的参数乘以高阶导数来

表示，所以要求所采用的数值方法必须引起熵的耗

散，才能达到熵稳定的要求．
１．１　 熵稳定格式

熵守恒格式保持总熵不变，满足离散熵等式，
ＴＡＤＭＯＲ 在文献［２］ 中给出了一种构造熵守恒格

式的方法，即熵守恒数值通量 ｆＣｉ ＋ １
２
满足

［Ｖ］ ｉ ＋ １
２
ｆＣｉ ＋ １

２
＝ ［ψ］ ｉ ＋ １

２
，

［ψ］ ｉ ＋ １
２
≐ ψ（Ｖｉ ＋１） － ψ（Ｖｉ）， （６）

且具有二阶精度．ｆＣｉ ＋ １
２
也可以写成沿熵变量空间内

路径 Ｖｉ ＋ １
２
（ξ） ＝ Ｖ

－

ｉ＋ １
２
＋ ξ［Ｖ］ ｉ ＋ １

２
的积分形式

ｆＣｉ ＋ １
２
＝ ∫

１
２

－ １
２

ｆ（Ｖｉ ＋ １
２
（ξ））ｄξ． （７）

ＦＪＯＲＤＨＯＬＭ 等［１５］ 根据浅水波方程自身的特

点，构造了简单的显式熵守恒格式 ＥＥＣ（Ｅｘｐｌｉｃｉｔ
Ｅｎｅｒｇｙ Ｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ），其数值通量如下：

ｆＣｉ＋ １
２
＝

ｈ－ ｉ＋ １
２
ｕ－ ｉ＋ １

２

１
２
ｇｈ－ ２

ｉ ＋ １
２
＋ ｈ－ ｉ＋ １

２
ｕ－ ｉ＋ １

２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （８）

其中

（·） ｉ ＋ １
２
＝
（·） ｉ ＋ （·） ｉ ＋１

２
，

（·） ２
ｉ ＋ １

２
＝
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ｉ ＋ （·） ２
ｉ ＋１

２
．

６４３
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由相应格式得到的解保持离散总熵 Ｓ ＝

Δｘ∑
ｉ
Ｅ（ｕｉ） 不变，熵增为 ０． 对于标量方程，沿相

空间内的积分路径只有直线形式，所以其数值通量

具有唯一形式．对于守恒律系统，由于积分路径选

择的任意性，熵守恒数值通量形式不唯一．
熵守恒数值通量 ｆＣｉ ＋ １

２
在解的光滑区域表现良

好，但在解的间断位置产生了强烈的振荡现象，为
了避免这种色散效应，需要添加适当的数值黏性来

保持总熵耗散．将 Ｒｏｅ 格式的数值黏性项补充到熵

守恒格式［１５］，可得满足离散熵不等式的熵稳定数

值通量为

ｆＥＲｏｅ
ｉ ＋ １

２
＝ ｆＣｉ ＋ １

２
－ １

２
Ｒ＾ Λ^ Ｒ＾ Ｔ Ｖ[ ] ｉ ＋ １

２
， （９）

其中 Ｒ＾ ，Λ^ 分别为

Ｒ＾ ＝ １
２ｇ

１ １

ｕ－ｉ＋１／ ２ － ｇｈ－ｉ＋１／ ２ ｕ－ｉ＋１／ ２ ＋ ｇｈ－ｉ＋１／ ２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

Λ^ ＝ ｄｉａｇ（ｕ－ ｉ＋１ ／ ２ － ｇｈ－ ｉ＋１ ／ ２ ，ｕ
－
ｉ＋１ ／ ２ ＋ ｇｈ－ ｉ＋１ ／ ２ ） ．

将 ＩＳＭＡＩＬ 等［５］ 构造的熵相容通量启发式地

推广到浅水波方程，得到求解一维浅水波方程组

（２） 的熵相容（熵稳定） 数值通量［９］ 如下：

ｆＥＣｉ＋ １
２
＝ ｆＣｉ＋ １

２
－ １

２
Ｒ＾ （ Λ^ ＋ α ［Λ］ ）Ｒ＾ Ｔ［Ｖ］ ｉ＋ １

２
，

（１０）
其中

α ＝ １
６
，［Λ］ ＝ ｄｉａｇ（λ １

ｉ ＋１ － λ １
ｉ ，λ ２

ｉ ＋１ － λ ２
ｉ ），

λ １
ｉ ＝ ｕｉ － ｇｈｉ ，λ ２

ｉ ＝ ｕｉ ＋ ｇｈｉ ．
１．２　 修正的熵稳定格式

前期研究［７⁃１０］ 表明，Ｒｏｅ 型的熵稳定格式

（ＥＲｏｅ） 及 Ｉｓｍａｉｌ 型的熵相容 ／ 熵稳定格式（ＥＣ）
对于求解一般的部分溃坝问题表现良好，消除了间

断附近的伪振荡．但是当我们用这两个熵稳定格式

求解具有弗劳德数（Ｆｒｏｕｄｅ ｎｕｍｂｅｒ） 的初始值问

题时，间断前后出现了伪振荡，且当弗劳德数取值

为 １５ 时，熵稳定 ＥＲｏｅ 格式计算失败，数值计算结

果出现复数，如图 １（ａ）、（ｂ） 所示． 这表明我们需

要修正熵稳定格式，使其在间断附近产生足够的耗

散来抑制振荡．
满足式（６） 的任意熵守恒数值通量 ｆＣｉ ＋ １

２
都可

由积分形式（７） 通过分部积分法而改写成等价的

熵黏性形式［２］：

ｆＣｉ ＋ １
２
＝ ｆ

－

ｉ＋ １
２
－ １

２
Ｑ∗

ｉ ＋ １
２

Ｖ[ ] ｉ ＋ １
２
， （１１）

其中熵黏性矩阵 Ｑ∗
ｉ ＋ １

２
为

Ｑ∗
ｉ ＋ １

２
＝ ∫

１
２

－ １
２

２ξＢ（Ｖｉ ＋ １
２
（ξ））ｄξ， （１２）

其中 Ｂ（Ｖ） 是数值通量关于熵变量的导数，对于初

值问题（２） 其可简化为

Ｂ（Ｖ） ＝ ｆＵＵＶ ＝ ＲΛＲ －１ＲＲＴ ＝ ＲΛＲＴ ．
由式（１１），我们既可以通过已构造的熵守恒

数值通量得到熵黏性；也可先通过式（１２） 求得熵

黏性，再由式（１１） 构造出熵守恒数值通量．对于一

维浅水波方程，由式（１２） 积分可得显式的熵黏性

式（１３）：
Ｑ∗

ｉ＋ １
２
＝

１
６ｇ

［ｕ］ ｉ＋ １
２

［ｇｈ ＋ ｕ２］ ｉ＋ １
２

［ｇｈ ＋ ｕ２］ ｉ＋ １
２

３ｇ ［ｈｕ］ ｉ＋ １
２
＋ ３ｕ－ ２

ｉ＋ １
２
［ｕ］ ｉ＋ １

２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
．

（１３）
我们考虑将熵黏性项添加到熵稳定格式（９）

中，得到修正的熵稳定数值通量为

ｆＥＳｉ ＋ １
２
＝ ｆＣｉ ＋ １

２
－ １

２
（Ｒ＾ Λ^ Ｒ＾ Ｔ ＋ Ｑ∗

ｉ ＋ １
２

） Ｖ[ ] ｉ ＋ １
２
．

（１４）
将该格式记为 ＥＳ 格式．
１．３　 高分辨率熵稳定格式

本文修正的熵稳定格式（１４） 可以精确地捕捉

到静态激波，但在解的拐角处及接触间断都有轻微

耗散．类似于文献［５，７，１６］，我们采用通量限制器

来提高分辨率，避免解在间断位置的过渡抹平．定
义高分辨率熵稳定数值通量为

ｆＨＲＳ
ｉ ＋ １

２
＝ ｆＣｉ ＋ １

２
－ １

２
（Ｒ＾ Λ^ Ｒ＾ Ｔ（ Ｉ － Φ） ＋

　 　 Ｑ∗
ｉ ＋ １

２
） Ｖ[ ] ｉ ＋ １

２
． （１５）

该数值通量对应的格式为高分辨率熵稳定格式，记
为ＨＲＳ格式，其中 Ｉ为单位矩阵，Φ ＝ ｄｉａｇ（φ（θ １），
φ（θ ２）），参数 θ ｋ 由熵变量计算得到，即

θ ｋ ＝
ｒｋ·（ＶＩ＋１ － ＶＩ）
ｒｋ·（Ｖｉ ＋１ － Ｖｉ）

，

Ｉ ＝
ｉ － １，　 λ ｋ

ｉ＋ １
２
＞ ０，

ｉ ＋ １，　 λ ｋ
ｉ＋ １

２
＜ ０．{ （１６）

其中：λ ｋ
ｉ＋ １

２
（ｋ ＝ １，２） 是方程（２） 的 Ｊａｃｃｏｂｉ 矩阵

Ａｉ ＋ １
２
的第 ｋ个特征值，ｒｋ 是对应的右特征向量．对任

意 θ，通量限制器函数满足 ０ ≤ φ（θ） ≤ １． 本文的

数值模拟选用经典的 Ｍｉｎｍｏｄ 限制器来保证格式

（１５） 满足熵稳定条件［７］ ．
７４３

刘友琼，刘庆升，荣宪举，等．一类求解浅水波方程的基本无振荡熵稳定格式



２　 二维推广

考虑二维浅水波方程

Ｕｔ ＋ ｆ （Ｕ） ｘ ＋ ｇ （Ｕ） ｙ ＝ ０， （１７）
其中守恒型向量 Ｕ ＝ ［ｈ，ｈｕ，ｈｖ］ Ｔ，通量分别为

ｆ（Ｕ） ＝ ｈｕ，ｈｕ２ ＋ １
２
ｇｈ２，ｈｕｖé

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

，

ｇ（Ｕ） ＝ ｈｖ，ｈｕｖ，ｈｖ２ ＋ １
２
ｇｈ２é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

．

式中：ｈ ＝ ｈ（ｘ，ｔ） 是总的水深；ｕ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ） 分别

是 ｘ，ｙ 方向的深度平均速度；ｇ 是重力加速度．在空

间上采用等距矩形网格划分，则求解式（１７） 的守

恒型半离散格式为

ｄ
ｄｔ
Ｕｉ（ ｔ） ＝ － １

△ｘ
（ ｆ＾ ｉ ＋ １

２ ，ｊ － ｆ＾ ｉ － １
２ ，ｊ） －

　 １
△ｙ

（ｇ＾ ｉ，ｊ ＋ １
２
－ ｇ＾ ｉ，ｊ － １

２
） ． （１８）

取总能 Ｅ（Ｕ） ＝ （ｇｈ２ ＋ ｕ２ｈ ＋ ｖ２ｈ） ／ ２ 作为熵函

数，熵通量

Ｈｘ（Ｕ） ＝ ｇｕｈ２ ＋ （ｕ３ｈ ＋ ｕｖ２ｈ） ／ ２ － ｈｕｕｘ，
Ｈｙ（Ｕ） ＝ ｇｖｈ２ ＋ （ｕ２ｖｈ ＋ ｖ３ｈ） ／ ２ － ｈｖｖｙ，

则熵变量为

Ｖ ＝ ｇｈ － １
２
（ｕ２ ＋ ｖ２），ｕ，ｖé

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

．

类似于一维情况的处理方式，可得求解二维浅水波

方程修正的熵稳定数值通量为

ｆＥＳｉ＋ １
２ ，ｊ

＝ ｆＣｉ＋ １
２ ，ｊ

－ １
２
（Ｒ＾ ｘ Λ^ｘ Ｒ＾ Ｔ

ｘ ＋ Ｑ∗
ｘ ）［Ｖ］ｉ＋ １

２ ，ｊ
，

ｇＥＳ
ｉ，ｊ＋ １

２
＝ ｇＣ

ｉ，ｊ＋ １
２
－ １

２
（Ｒ＾ ｙ Λ^ｙ Ｒ＾ Ｔ

ｙ ＋ Ｑ∗
ｙ ）［Ｖ］ｉ，ｊ＋ １

２
，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１９）
其中

ｆＣｉ ＋ １
２ ，ｊ ＝ ｆ

－

ｉ＋ １
２ ，ｊ －

１
２
Ｑ∗

ｘ Ｖ[ ] ｉ ＋ １
２ ，ｊ，

ｇＣ
ｉ，ｊ ＋ １

２
＝ ｇ－ ｉ，ｊ ＋ １

２
－ １

２
Ｑ∗

ｙ Ｖ[ ] ｉ，ｊ ＋ １
２
，

Ｑ∗
ｘ ＝ １

６ｇ

ｑｘ
１１ ｑｘ

１２ ｑｘ
１３

ｑｘ
１２ ｑｘ

２２ ｑｘ
２３

ｑｘ
１３ ｑｘ

２３ ｑｘ
３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

Ｑ∗
ｙ ＝ １

６ｇ

ｑｙ
１１ ｑｙ

１２ ｑｙ
１３

ｑｙ
１２ ｑｙ

２２ ｑｙ
２３

ｑｙ
１３ ｑｙ

２３ ｑｙ
３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

ｑｘ
１１ ＝ ［ｕ］，ｑｘ

１２ ＝ ［ｇｈ ＋ ｕ２］，ｑｘ
１３ ＝ ［ｕｖ］，

ｑｘ
２２ ＝ － ３

２０
（２０ｇ（ｈｌｕｌ － ｈｒｕｒ） ＋

　 　 （ｕｌ － ｕｒ）（５ｕ２
ｌ ＋ １０ｕｌｕｒ ＋

　 　 ５ｕ２
ｒ － （ｖｌ － ｖｒ） ２）），

ｑｘ
２３ ＝ １

２０
（ － ２０ｇ（ｈｌｖｌ － ｈｒｖｒ） －

　 　 ｕ２
ｌ（１７ｖｌ ＋ ３ｖｒ） ＋ ６ｕｌｕｒ（ｖｒ － ｖｌ） ＋

　 　 ３ｕ２
ｒ ｖｌ ＋ １７ｕ２

ｒ ｖｒ ＋ ｖ３ｌ － ３ｖ２ｌ ｖｒ ＋ ３ｖｌｖ２ｒ － ｖ３ｒ ），

ｑｘ
３３ ＝ １

２０
（ － ２０ｇ（ｈｌｕｌ － ｈｒｕｒ） ＋

　 　 ｕ３
ｌ － ３ｕ２

ｌ ｕｒ ＋
　 　 ｕｌ（３ｕ２

ｒ － １７ｖ２ｌ － ６ｖｌｖｒ ＋ ３ｖ３ｒ ） －
　 　 ｕｒ（ｕ２

ｒ ＋ ３ｖ２ｌ － ６ｖｌｖｒ － １７ｖ２ｒ ）），
ｑｙ
１１ ＝ ［ｖ］，ｑｙ

１２ ＝ ［ｕｖ］，ｑｙ
１３ ＝ ［ｇｈ ＋ ｖ２］，

ｑｙ
２２ ＝ ｑｘ

２３，ｑｙ
２３ ＝ ｑｘ

３３，

ｑｙ
３３ ＝ ３

２０
（（ｖｌ － ｖｒ）（ｕ２

ｌ － ２ｕｌｕｒ ＋ ｕ２
ｒ －

　 　 ５ （ｖｌ ＋ ｖｒ） ２） －
　 　 ２０ｇ（ｈｌｖｌ － ｈｒｖｒ）） ．

Ｒ＾ ｘ ＝
１
２ｇ

１ ０ １

ｕ－ ｉ＋ １
２ ，ｊ－ ｇｈ－ ｉ＋ １

２ ，ｊ ０ ｕ－ ｉ＋ １
２ ，ｊ＋ ｇｈ－ ｉ＋ １

２ ，ｊ

ｖ－ｉ＋ １
２ ，ｊ ２ｇｈ－ ｉ＋ １

２ ，ｊ ｖ－ｉ＋ １
２ ，ｊ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，

Ｒ＾ ｙ ＝
１
２ｇ

１ ０ １

ｕ－ ｉ，ｊ＋ １
２

－ ２ｇｈ－ ｉ，ｊ＋ １
２

ｕ－ ｉ，ｊ＋ １
２

ｖ－ｉ，ｊ＋ １
２
－ ｇｈ－ ｉ，ｊ＋ １

２
０ ｖ－ｉ，ｊ＋ １

２
＋ ｇｈ－ ｉ，ｊ＋ １

２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，

Λｘ ＝ ｄｉａｇ（ｕ－ｉ＋ １
２ ，ｊ － ｇｈ－ｉ＋ １

２ ，ｊ ，ｕ
－
ｉ＋ １

２ ，ｊ，ｕ
－
ｉ＋ １

２ ，ｊ ＋ ｇｈ－ｉ＋ １
２ ，ｊ ），

Λ^ｙ ＝ ｄｉａｇ（ｖ－ｉ，ｊ＋ １
２
－ ｇｈ－ｉ，ｊ＋ １

２
，ｖ－ｉ，ｊ＋ １

２
，ｖ－ｉ，ｊ＋ １

２
＋ ｇｈ－ｉ，ｊ＋ １

２
），

其中运算符号定义为

［ ｚ］ ｉ ＋ １
２ ，ｊ ＝ ｚｉ ＋１，ｊ － ｚｉ．ｊ，［ ｚ］ ｉ，ｊ ＋ １

２
＝ ｚｉ，ｊ ＋１ － ｚｉ．ｊ，

ｚ－ ｉ＋ １
２ ，ｊ ＝

ｚｉ ＋１，ｊ ＋ ｚｉ，ｊ
２

，ｚ－ ｉ，ｊ ＋ １
２
＝
ｚｉ，ｊ ＋１ ＋ ｚｉ，ｊ

２
．

为了提高格式的分辨率，避免在间断位置的过

渡抹平，分别在 ｘ 和 ｙ 方向采用通量限制器来提高

分辨率，于是可得高分辨率熵稳定数值通量为

ｆＨＲＳ
ｉ ＋ １

２ ，ｊ ＝ ｆＣｉ ＋ １
２ ，ｊ

　 － １
２
（Ｒ＾ ｘ Λ^ｘ Ｒ＾ Ｔ

ｘ（Ｉ － Φｘ） ＋ Ｑ∗
ｘ ）［Ｖ］ｉ＋ １

２ ，ｊ
，

ｇＨＲＳ
ｉ，ｊ ＋ １

２
＝ ｇＣ

ｉ，ｊ ＋ １
２

　 － １
２
（Ｒ＾ ｙ Λ^ｙ Ｒ＾ Ｔ

ｙ（Ｉ － Φｙ） ＋ Ｑ∗
ｙ ）［Ｖ］ｉ，ｊ＋ １

２
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（２０）
８４３
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其中，
Φｘ ＝ ｄｉａｇ（φ（θ １

ｘ），φ（θ ２
ｘ），φ（θ ３

ｘ）），
Φｙ ＝ ｄｉａｇ（φ（θ １

ｙ），φ（θ ２
ｙ），φ（θ ３

ｙ）），

θ ｋ
ｘ ＝

ｒｋｘ·（ＶＩ＋１，ｊ － ＶＩ，ｊ）
ｒｋｘ·（Ｖｉ ＋１，ｊ － Ｖｉ，ｊ）

，Ｉ ＝
ｉ － １，　 λ ｋ

ｘ ＞ ０，

ｉ ＋ １，　 λ ｋ
ｘ ＜ ０，{

θ ｋ
ｙ ＝

ｒｋｙ·（Ｖｉ，Ｊ＋１ － Ｖｉ，Ｊ）
ｒｋｙ·（Ｖｉ，ｊ ＋１ － Ｖｉ，ｊ）

，Ｊ ＝
ｊ － １，　 λ ｋ

ｙ ＞ ０，

ｊ ＋ １，　 λ ｋ
ｙ ＜ ０，{

式中：ｒｋｘ 及 ｒｋｙ分别是 Ｊａｃｃｏｂｉ 矩阵 Ａｘ
ｉ＋ １

２ ，ｊ、Ａｙ
ｉ＋ １

２ ，ｊ 的第

ｋ 个特征值 λ ｋ
ｘ、λ ｋ

ｙ 对应的右特征向量．

３　 数值模拟

下面算例 ３．１ ～ ３．５ 均采用无量纲计算．
３．１　 含有弗劳德数的初始值问题［１６］

在区域［ － １．５，１．５］ 上求解初值问题：

ｈ（ｘ，０） ＝
ｈｌ， ｘ ＜ ０，
１
２
（ － １ ＋ １ ＋ ８ｕ２

ｌ ）， ｘ ＞ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

ｕ（ｘ，０） ＝
ｕｌ， ｘ ＜ ０，
１
４ｕｌ

（１ ＋ １ ＋ ８ｕ２
ｌ ）， ｘ ＞ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

其中：ｈｌ ＝ １；ｇ无量纲化后取１；ｕｌ ＝ Ｆｒ ｇｈｌ ，Ｆｒ为入

口弗劳德数．取 ＣＦＬ （Ｃｏｕｒａｎｔ⁃Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓ⁃Ｌｅｗｙ） 条

件数为０．０２，空间网格数为２５，计算到 ｔ ＝ ０．０３． 图１
给出了速度计算结果．由图 １ 可知，熵稳定 ＥＲｏｅ、
ＥＣ 格式在间断前出现了越过点，修正后的熵稳定

ＥＳ格式及高分辨率熵稳定ＨＲＳ格式能准确地捕捉

解的结构，产生足够的耗散来消除伪振荡．
３．２　 溃坝问题［１４］

在区域［ － １，１］ 上求解初值问题：

ｈ（ｘ，０） ＝
２， ｘ ＜ ０，
１， ｘ ＞ ０，{

ｕ（ｘ，０） ＝ ０．
取 ＣＦＬ 条件数为 ０．０２，空间网格数为 １００，计

算到 ｔ ＝ ０．４．精确解由左行稀疏波和右行激波组成．
图 ２给出了水深及速度的计算结果．由图 ２可知，本
文构造的熵稳定 ＥＳ 格式及高分辨率熵稳定 ＨＲＳ
格式能准确地捕捉解的结构，且 ＨＲＳ 格式具有更

高的分辨率，避免了解在拐角处及间断位置的过渡

抹平，达到了预期效果．
３．３　 大型溃坝问题［１４］

在区域［ － １，１］ 上求解初值问题：

ｈ（ｘ，０） ＝
１５，　 ｘ ＜ ０，
１，　 ｘ ＞ ０，　 　{

ｕ（ｘ，０） ＝ ０．
取 ＣＦＬ 条件数为 ０．０２，空间网格数为 １００，计

算到 ｔ ＝ ０．１．精确解由左行稀疏波和右行激波组成．
由图 ３ 可知，本文构造的熵稳定 ＥＳ 格式及高分辨

率熵稳定 ＨＲＳ 格式能成功地模拟大型溃坝问题，
且 ＨＲＳ 格式具有更高的分辨率，再次验证了格式

的适用性．

图 １　 含有弗劳德数的初始值问题

Ｆｉｇ． １　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ （２） ｗｉｔｈ ｉｎｌｅｔ Ｆｒｏｕｄｅ ｎｕｍｂｅｒ

图 ２　 溃坝问题

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ３　 大型溃坝问题

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｌａｒｇｅ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ
３．４　 二维浅水波方程组圆形溃坝问题［１５］

在区域［ － １，１］ × ［ － １，１］ 上求解初值问题：

ｈ（ｘ，ｙ，０） ＝ ２，　 　 ｘ２ ＋ ｙ２ ＜ ０．５，
１，　 　 其他，{

ｕ（ｘ，ｙ，０） ≡ ｖ（ｘ，ｙ，０） ≡ ０．
采用 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件， 取 ＣＦＬ 条件数为

９４３
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０．２５，重力加速度为 ｇ ＝ １，空间网格数为１００ × １００，
计算时间到 ｔ ＝ ０．２．水深高度的精确解由向内的稀

疏波和向外的激波组成．图 ４ 给出了水流曲面图和

水深等值线图．从图 ４ 可以看出：修正的熵稳定 ＥＳ
格式及高分辨率熵稳定 ＨＲＳ 格式均能准确地计算

圆形溃坝问题，且保持数值结果稳定、无非物理振

荡产生，ＨＲＳ 格式较 ＥＳ 格式分辨率更高（激波过

渡带更窄，这可从图 ４ 的水深等值线图看出）．

图 ４　 圆形溃坝问题的水流曲面图、水深等值线图

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｕｒｆａｃｅ， ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｈｅｉｇｈｔ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

３．５　 二维浅水波方程组激波聚焦问题［１２］

求解区域为方形区域［ － １．５，１．５］ × ［ － １．５，
１．５］，初始条件满足：

ｈ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０．１，　 ｘ２ ＋ ｙ２ ＜ ０．３５，
１，　 　 其他，{

ｕ（ｘ，ｙ，０） ≡ ｖ（ｘ，ｙ，０） ≡ ０．
采用 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件， 取 ＣＦＬ 条件数为

０．２５，重力加速度为 ｇ ＝ １，空间网格数为１００ × １００，
计算时间到 ｔ ＝ １．由图 ５ 所示的水流曲面图和水深

等值线图可以看出，两种格式所得数值结果的对称

性都很好，相对于 ＥＳ 格式，ＨＲＳ 格式的分辨率更

高，对激波捕捉更加精确（过渡带更窄），这可由图

５ 中的等值线图看出．
３．６　 二维浅水波方程组部分溃坝问题［１５］

该问题由 Ｆｅｎｎｅｍａ 及 Ｃｈａｕｄｈｒｙ 首次提出．考
虑等宽矩形（１４００ × １４００） 平底二维水域，中间位

置有一固定无摩擦水坝，上下游均为静水，水深分

别为 １０和 ９．５，计算区域的四周采用Ｎｅｕｍａｎｎ边界

条件，沿着中间位置的水坝采用反射边界条件．水
坝从 ５６０ 到 ８４０ 之间自初始时刻起瞬时溃决，取空

间网格数为 １００ × １００，空间步长为 ２８，时间步长为

０．２，重力加速度为 ｇ ＝ ９．８，计算到 ｔ ＝ ５０．图 ５ 依次

给出了 ＨＲＳ 格式及 ＥＳ 格式的水流曲面图和水深

等值线图．由图 ６ 所示结果可以看出：本文所构造

的两种格式均能有效地抑制了振荡，很好地模拟了

坝体倒塌后 ５０ ｓ 流体的运动情况．

图 ５　 激波聚焦问题的水流曲面图、水深等值线图

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｕｒｆａｃｅ， ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｈｅｉｇｈｔ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈｏｃｋ ｆｏｃｕｓｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ６　 部分溃坝问题的水流曲面图、水深等值线图

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｕｒｆａｃｅ， ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｈｅｉｇｈｔ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｄａｍ ｂｒｅａｋ ｐｒｏｂｌｅｍ

４　 结论

本文首先针对具有弗劳德数（Ｆｒｏｕｄｅ ｎｕｍｂｅｒ）
的浅水波方程初始值问题的数值求解，构造了一类

低耗散基本无振荡的熵稳定 ＥＳ 格式，并利用通量

限制器函数构造出相应的高分辨率熵稳定 ＨＲＳ 格

式．其次将所构造的格式应用于一维溃坝问题来验

证算法有效性，进而将该算法推广应用于二维溃坝

问题．通过对若干算例的数值模拟，得到如下主要

０５３
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结论：
（１） 本文构造的熵稳定格式能准确模拟具有

弗劳德数（Ｆｒｏｕｄｅ ｎｕｍｂｅｒ） 的浅水波方程初始值

问题，较 Ｒｏｅ 型的熵稳定格式（ＥＲｏｅ） 及 Ｉｓｍａｉｌ 型
的熵相容格式（ＥＣ） 更具有广泛的适用性．

（２） 本文构造的熵稳定格式适用于一维、二维

溃坝问题的数值求解，所得结果可靠．
（３） 本文构造的熵稳定格式数值结果稳定，无

非物理振荡产生．
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刘友琼，刘庆升，荣宪举，等．一类求解浅水波方程的基本无振荡熵稳定格式


