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一类具有时滞和 ＣＴＬ 免疫反应的 ＨＩＶ⁃１
感染模型的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支
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摘　 要：研究一类具有时滞和 ＣＴＬ 免疫反应的 ＨＩＶ⁃１ 感染动力学模型．通过分析特征方程，讨论了系统各

可行平衡点的局部稳定性和系统 Ｈｏｐｆ 分支的存在性．通过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，研究了未感染平衡点和

ＣＴＬ⁃激活感染平衡点的全局稳定性．最后对所得理论结果进行了数值模拟．
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０　 引言

人类免疫缺陷病毒（ＨＩＶ）是一种感染人类免

疫系统细胞的慢病毒，属反转录病毒．近年来，高效

抗反转录病毒疗法在延长 ＨＩＶ 感染后的发病时间

和降低 ＡＩＤＳ 相关疾病的发病率上取得了一定的

效果，但由于抗病毒药物价格昂贵、毒副作用大、
ＨＩＶ 耐药株的产生等原因而影响了抗病毒治疗的

疗效．实际上，急性感染期 ＨＩＶ 血浆病毒载量的减

少与 ＣＴＬ 的产生具有密切的联系．ＣＴＬ 是指特异性

的细胞毒性 Ｔ 淋巴细胞，通过分泌各种细胞因子

（如肿瘤坏死因子、干扰素等），杀死感染的靶细

胞，还可以通过某些化学反应趋化因子来抑制 ＨＩＶ
病毒的繁殖［１］ ．因此，ＣＴＬ 免疫反应在抵御被感染

细胞入侵方面扮演着重要角色［２，３］ ．目前，文献中已

经有不少的研究工作考虑了 ＣＴＬ 免疫反应的可能

影响［４⁃６］，但对于含有时滞的免疫反应病毒感染动

力学模型的研究工作还不多见．事实上，机体内的

免疫系统接受抗原（病毒）刺激并不会立即产生免

疫细胞（如 ＣＴＬ），而是需要一定的时间［７］ ．
考虑到抗原刺激产生免疫细胞 ＣＴＬｓ 需要的

时间滞后效应，ＷＡＮＧ 等［８］ 得到了如下具时滞和

双线性发生率的 ＨＩＶ⁃１ 感染动力学模型：
ｘ·（ ｔ） ＝ λ － ｄｘ（ ｔ） － βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ），

ｙ·（ ｔ） ＝ βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ） － ａｙ（ ｔ） － ｐｙ（ ｔ） ｚ（ ｔ），

ｚ·（ ｔ） ＝ ｃｙ（ ｔ － τ） － ｂｚ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中，ｘ（ ｔ）、ｙ（ ｔ） 和 ｚ（ ｔ） 分别表示易感宿主细胞、
感染细胞以及ＣＴＬ免疫细胞的数量．参数λ，ａ，ｂ，ｃ，
ｄ，ｐ，β 均为正常数．常数 λ 为未感染细胞从前组织

（例如胸腺） 中的产生率，未感染细胞以速率 ｄｘ死
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亡，并以速率 βｘｙ变为感染细胞，其中 β是描述感染

过程的速率常数；感染细胞以速率 ａｙ 死亡并以速

率 ｐｙｚ被免疫细胞杀死，免疫细胞以速率 ｂｚ死亡．进
一步假定免疫细胞的产生需要一段时间 τ，即 ｔ 时
刻的免疫细胞的量依赖于 ｔ － τ时刻的量，文献［８］
通过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，讨论了未感染平

衡点和病毒感染平衡点的全局稳定性，并通过数值

模拟验证了免疫反应时滞 τ 增加时，系统（１） 将会

呈现出更加复杂的动力学行为，例如周期解和混沌

现象．
模型（１） 假设病毒感染过程遵循质量作用原

理［９］，即对每个易感宿主细胞和感染细胞之间的

感染率假定为常数．然而，实验研究表明，微寄生虫

感染的感染率通常是关于剂量的递增函数［１０］ ．为
使所建模型更符合实际，ＲＥＧＯＥＳ 等引用了一种依

赖于剂量的感染率来代替双线性感染率［１１］ ．文献

［１２］ 进一步引入了一种更为一般的非线性感染率

β（ｙ） ＝ βｙｌ ／ （１ ＋ ｐｙｈ），这里 βｙｌ 表示病毒的感染力，
１ ／ （１ ＋ ｐｙｈ） 表示由于病毒的增加导致机体中易感

细胞行为发生改变而对病毒感染产生的抑制效果，
并分析了当 ｌ ＝ ｈ ＝ １时非线性感染率对病毒感染动

力学性态的影响．
基于文献［８］ 和文献［１２］ 的工作，本文研究

如下具时滞、免疫反应和饱和感染率的 ＨＩＶ⁃１感染

模型：

ｘ·（ ｔ） ＝ λ － ｄｘ（ ｔ） － βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

，

ｙ·（ ｔ） ＝ βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

－ ａｙ（ ｔ） － ｐｙ（ ｔ） ｚ（ ｔ），

ｚ·（ ｔ） ＝ ｃｙ（ ｔ － τ） － ｂｚ（ ｔ） ．
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（２）

系统（２） 满足的初始条件为

ｘ（ ｔ） ＝ φ１（θ），ｙ（ ｔ） ＝ φ２（θ），ｚ（ ｔ） ＝ φ３（θ），
φ１（θ） ≥ ０，φ２（θ） ≥ ０，φ３（θ） ≥ ０，
θ ∈ ［ － τ，０］ ． （３）
易证系统（２） 满足初始条件（３） 的解当 ｔ ＞ ０

时是正的，故仅在Ｒ３
＋０ ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，ｘ３）：ｘｉ ≥０，ｉ ＝ １，

２，３｝ 上考虑系统（２） ．

１　 局部稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支的存在性

本节将通过分析特征方程根的分布来讨论系

统（２） 的未感染平衡点和 ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点的

局部稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支的存在性．

令 Ｒ０ ＝
λβ
ａｄ

为系统（２） 的基本再生数．易知，系

统（２） 总存在一个未感染平衡点 Ｅ０（λ ／ ｄ，０，０） ．当
Ｒ０ ＞ １ 时，系统（２） 存在一个 ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡

点 Ｅ∗（ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗），其中

ｘ∗ ＝ （ａｂ ＋ ｐｃｙ∗）（１ ＋ αｙ∗）
βｂ

，

ｙ∗ ＝
－ Ａ２ ＋ Ａ２

２ － ４Ａ１Ａ３

２Ａ１
，

ｚ∗ ＝ ｃ
ｂ
ｙ∗，

这里

Ａ１ ＝ ｐｃ（αｄ ＋ β），
Ａ２ ＝ ｐｃｄ ＋ ａｂ（αｄ ＋ β），
Ａ３ ＝ ｂ（ａｄ － λβ） ．
系统（２） 在未感染平衡点 Ｅ０（λ ／ ｄ，０，０） 处的

特征方程为

（ ｓ ＋ ｂ）（ ｓ ＋ ｄ）（ ｓ ＋ ａ（１ － Ｒ０）） ＝ ０． （４）
显然方程（４） 有三个实根：

ｓ１ ＝ － ｂ，ｓ２ ＝ － ｄ，ｓ３ ＝ － ａ（１ － Ｒ０） ．
当 Ｒ０ ＞ １ 时，ｓ３ ＞ ０，于是 Ｅ０（λ ／ ｄ，０，０） 是不稳定

的；当Ｒ０ ＜ １时，ｓ３ ＜ ０，方程（４） 存在三个负实根，
因此 Ｅ０ 是局部渐近稳定的．

系统（２） 在ＣＴＬ⁃激活感染平衡点Ｅ∗（ｘ∗，ｙ∗，
ｚ∗） 处的特征方程为

ｓ３ ＋ ｐ２ｓ２ ＋ ｐ１ｓ ＋ ｐ０ ＋ （ｑ１ｓ ＋ ｑ０）ｅ
－ｓτ ＝ ０， （５）

其中

ｐ０ ＝ ｂ（ａ ＋ ｐｚ∗） ｄ ＋ βｙ∗

１ ＋ αｙ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 ｂｄ βｘ∗

（１ ＋ αｙ∗）２，

ｐ１ ＝ ｂ（ａ ＋ ｐｚ∗） － （ｂ ＋ ｄ）βｘ∗

（１ ＋ αｙ∗） ２
＋

　 　 ｄ ＋ βｙ∗

１ ＋ αｙ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ａ ＋ ｐｚ∗ ＋ ｂ），

ｐ２ ＝ ｂ ＋ ｄ ＋ （α（ａ ＋ ｐｚ∗） ＋ β） ｙ∗

１ ＋ αｙ∗，

ｑ０ ＝ ｐｃｙ∗ ｄ ＋ βｙ∗

１ ＋ αｙ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｑ１ ＝ ｐｃｙ∗ ．
当 τ ＝ ０ 时，方程（５） 变为

ｓ３ ＋ ｐ２ｓ２ ＋ （ｐ１ ＋ ｑ１） ｓ ＋ ｐ０ ＋ ｑ０ ＝ ０． （６）
易知 ｐ２ ＞ ０．经计算可得，

ｐ０ ＋ ｑ０ ＝ ｂ（ａ ＋ ｐｚ∗）（αｄ ＋ β） ｙ∗

１ ＋ αｙ∗
＋

６
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　 　 ｂｐｚ∗ ｄ ＋ βｙ∗

１ ＋ αｙ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞ ０，

ｐ２（ｐ１ ＋ ｑ１） － （ｐ０ ＋ ｑ０） ＝

　 　 ｂ （ａ ＋ ｐｚ∗）（ｂ ＋ ｐｚ∗） αｙ∗

１ ＋ αｙ∗
＋æ

è
ç

　 　 ｂ ｄ ＋ ｐｚ∗ ＋ βｙ∗

１ ＋ αｙ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ＋

　 　 α（ａ ＋ ｐｚ∗） ｙ∗

１ ＋ αｙ∗
＋ ｄ ＋ βｙ∗

１ ＋ αｙ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 （ａ ＋ ｐｚ∗） ｙ∗

１ ＋ αｙ∗（αｂ ＋ αｄ ＋ β） ＋æ

è
ç

　 　 ｂ ｄ ＋ βｙ∗

１ ＋ αｙ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ＞ ０．

根据Ｈｕｒｗｉｔｚ判据可知，当 τ ＝ ０时，若Ｒ０ ＞ １，
则方程（６） 的三个根均具有负实部， 故 Ｅ∗（ｘ∗，
ｙ∗，ｚ∗） 是局部渐近稳定的．

设 ｉω（ω ＞ ０） 是方程（５） 的解，将其代入方程

（５） 并分离实部和虚部可得

ω３ － ｐ１ω ＝ － ｑ０ｓｉｎ（ωτ） ＋ ｑ１ωｃｏｓ（ωτ），

ｐ２ω２ － ｐ０ ＝ ｑ０ｃｏｓ（ωτ） ＋ ｑ１ωｓｉｎ（ωτ） ．{ （７）

将方程组（７） 中的两个方程分别平方再相加可得

ω ６ ＋ ｈ２ω ４ ＋ ｈ１ω ２ ＋ ｈ０ ＝ ０， （８）
其中

ｈ２ ＝ ｐ２
２ － ２ｐ１，

ｈ１ ＝ ｐ２
１ － ｑ２

１ － ２ｐ２ｐ０，
ｈ０ ＝ ｐ２

０ － ｑ２
０ ．

令 ｚ ＝ ω ２，则方程（８） 可化为

ｚ３ ＋ ｈ２ｚ２ ＋ ｈ１ｚ ＋ ｈ０ ＝ ０． （９）
记

ｈ（ ｚ） ＝ ｚ３ ＋ ｈ２ｚ２ ＋ ｈ１ｚ ＋ ｈ０，Δ ＝ ｈ２
２ － ３ｈ１，

（１０）
于是当 ｈ０ ≥０且Δ≤０时，方程（９） 无正实根；当 ｈ０

≥ ０ 且 Δ ＞ ０ 时，方程 ｈ′（ ｚ） ＝ ０ 有两个实根，分别

记为

ｚ∗１ ＝
－ ｈ２ ＋ Δ

３
，ｚ∗２ ＝

－ ｈ２ － Δ
３

．

引理 １［１２］ 　 对方程（９），若 ｈ０ ＜ ０，则方程（９）
至少有一个正实根；若 ｈ０ ≥０且 Δ≤０，则方程（９）
无正实根；若 ｈ０ ≥０且Δ ＞ ０，则方程（９） 有正实根

当且仅当 ｚ∗１ ＞ ０ 且 ｈ（ ｚ∗１ ） ≤ ０．
假设方程（９） 有正实根，不失一般性，假设其

有三个正实根，分别记为 ｚ１，ｚ２，ｚ３，那么方程（８） 也

有三个正实根ω １ ＝ ｚ１ ，ω ２ ＝ ｚ２ ，ω ３ ＝ ｚ３ ．由方程

（７） 可得

τ（ｊ）
ｋ ＝ １

ωｋ
ａｒｃｓｉｎ

（ｐ２ｑ１ － ｑ０）ω３
ｋ ＋ （ｐ１ｑ０ － ｐ０ｑ１）ωｋ

ｑ２０ ＋ ｑ２１ω２
ｋ

＋ ２ｊπæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

（１１）

其中 ｋ ＝ １，２；ｊ ＝ ０，１，…，则 ± ｉω ０ 是方程（５） 的一

对共轭纯虚根，其相应的 τ 为 τ （ ｊ）
ｋ ．

记 τ ０ ＝ ｍｉｎ
ｋ∈｛１，２｝

｛τ （０）
ｋ ｝ ．令 ｓ（τ） ＝ ξ（τ） ＋ ｉω（τ）

为方程（５） 在 τ ＝ τ （ ｊ）
ｋ 处满足 ξ（τ （ ｊ）

ｋ ） ＝ ０，ω（τ （ ｊ）
ｋ ） ＝

ω ｋ 的根，则下列结论成立．
引理 ２　 假设 ｚｋ ＝ ω ２

ｋ 且 ｈ′（ ｚｋ） ≠０，其中 ｈ（ ｚ）
由方程（１０） 所定义，则Ｒｅ ｄｓｋ（τ） ／ ｄτ τ ＝ τ（ ｊ）ｋ

( ) ≠０，
且 Ｒｅ ｄｓｋ（τ） ／ ｄτ τ ＝ τ（ ｊ）ｋ

( ) 与 ｈ′（ ｚｋ） 有相同的符号．
证明 　 对方程（５） 两端关于 τ 求导可得

（３ｓ２ ＋ ２ｐ２ｓ ＋ ｐ１ ＋ （ｑ１ － τ（ｑ１ｓ ＋ ｑ０））ｅ
－ｓτ） ｄｓ

ｄτ
＝

　 　 ｓｅ－ｓτ（ｑ１ｓ ＋ ｑ０），
从而有

ｄｓ
ｄτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝ －
３ｓ２ ＋ ２ｐ２ｓ ＋ ｐ１

ｓ（ ｓ３ ＋ ｐ２ｓ２ ＋ ｐ１ｓ ＋ ｐ０）
＋

　 　
ｑ１

ｓ（ｑ１ｓ ＋ ｑ０）
－ τ

ｓ
．

进一步整理可得

ｄ Ｒｅ ｓ（τ）( )

ｄτ
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

τ ＝τ（ｊ）ｋ

＝

　 　
３ω４

ｋ ＋ ２（ｐ２２ － ２ｐ１）ω２
ｋ ＋ （ｐ２１ － ｑ２１ － ２ｐ０ｐ２）

ｑ２１ω２
ｋ ＋ ｑ２０

＝

　 　 １
Γ
ｈ′（ｚｋ），

其中 ｚｋ ＝ ω ２
ｋ 且 Γ ＝ ｑ２

１ω ２
ｋ ＋ ｑ２

０ ．于是，有

ｓｉｇｎ ｄ（Ｒｅ ｓ（τ））
ｄτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ ＝ τ（ ｊ）ｋ

＝

　 　 ｓｉｇｎ ｄ（Ｒｅ ｓ（τ））
ｄτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

τ ＝ τ（ ｊ）ｋ

＝

　 　 ｓｉｇｎ １
Γ
ｈ′（ ｚｋ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

若 ｚｋ ＞ ０且Γ ＞ ０，则Ｒｅ（ｄｓｋ（τ） ／ ｄτ τ ＝ τ（ ｊ）ｋ
） ≠０和

ｈ′（ ｚｋ） 有相同的符号．证毕．
注意到，当 τ ＝ ０ 时，若 Ｒ０ ＞ １，则系统（２） 的

ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点 Ｅ∗ 是局部渐近稳定的，根据

引理 １ 和引理 ２，可得如下结论：
定理 １　 当 Ｒ０ ＞ １ 时，
１） 若 ｈ０ ≥０且Δ≤０，则对所有的 τ ≥０，系统

（２） 的 ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点 Ｅ∗ 是局部渐近稳定

７

马慧莲，郭尊光．一类具有时滞和 ＣＴＬ 免疫反应的 ＨＩＶ⁃１ 感染模型的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支



的．
２） 若 ｈ０ ＜ ０，或者 ｈ０ ≥ ０，Δ ＞ ０，ｚ∗１ ＞ ０ 且

ｈ（ ｚ∗１ ） ≤ ０，则对于 τ ∈ ［０，τ ０），Ｅ∗ 是局部渐近稳

定的．
３） 若 ２） 的条件成立，且同时有 ｈ′（ ｚ∗ｋ ） ≠ ０，

则系统（２） 当 τ ＝ τ （ ｊ）
ｋ （ｋ ＝ １，２；ｊ ＝ ０，１，…） 时在

ＣＴＬ⁃激活感染平衡点Ｅ∗ 附近将会出现Ｈｏｐｆ分支．

２　 全局稳定性

下面将讨论系统（２） 的未感染平衡点和 ＣＴＬ⁃
激活感染平衡点的全局稳定性．

定理 ２　 当 Ｒ０ ＜ １时，系统（２） 的未感染平衡

点 Ｅ０（λ ／ ｄ，０，０） 是全局渐近稳定的．
证明 　 设（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） 是系统（２） 满足

初始条件（３） 的任一正解．记 ｘ０ ＝ λ ／ ｄ．
定义

Ｖ１（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔ） － ｘ０ － ｘ０ ｌｎ
ｘ（ ｔ）
ｘ０

＋ ｙ（ ｔ） ＋

　 　 ｋ
ｃ
ｚ（ ｔ） ＋ ｋ ∫ｔ

ｔ －τ
ｙ（ ｓ）ｄｓ，

其中 ｋ ＞ ０为待定常数．计算 Ｖ１（ ｔ） 沿系统（２） 的解

的全导数可得

ｄ
ｄｔ

Ｖ１（ ｔ） ＝ １ －
ｘ０

ｘ（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ λ － ｄｘ（ ｔ） － βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）

１ ＋ αｙ（ ｔ）( ) ＋

　 　 βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

－ ａｙ（ ｔ） － ｐｙ（ ｔ） ｚ（ ｔ） ＋

　 　 ｋ
ｃ
（ｃｙ（ ｔ － τ） － ｂｚ（ ｔ）） ＋ ｋ（ｙ（ ｔ） － ｙ（ ｔ － τ）） ．

（１２）

将 λ ＝ ｄｘ０ 代入到式（１２） 中，则有

ｄ
ｄｔ
Ｖ１（ ｔ） ＝ － ｄ

ｘ（ ｔ）
（ｘ（ ｔ） － ｘ０） ２ ＋

βｘ０ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

－

　 　 ａｙ（ ｔ） － ｐｙ（ ｔ） ｚ（ ｔ） － ｋ
ｃ
ｂｚ（ ｔ） ＋ ｋｙ（ ｔ） ≤

　 　 － ｄ
ｘ（ ｔ）

（ｘ（ ｔ） － ｘ０） ２ － ｐｙ（ ｔ） ｚ（ ｔ） －

　 　 ｂｋ
ｃ
ｚ（ ｔ） － ａ（１ － Ｒ０ － ｋ

ａ
）ｙ（ ｔ） ．

当 Ｒ０ ＜ １时，必存在正数 ｋ使得１ － Ｒ０ － ｋ ／ ａ ＞

０ 成立，因此有
ｄ
ｄｔ
Ｖ１（ ｔ） ≤ ０，并且当且仅当（ｘ，ｙ，ｚ）

＝ Ｅ０ 时
ｄ
ｄｔ
Ｖ１（ ｔ） ＝ ０．于是由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理可

知，未感染平衡点 Ｅ０（λ ／ ｄ，０，０） 是全局渐近稳定

的．证毕．

下面研究系统（２） 当 τ ＝ ０时ＣＴＬ⁃激活感染平

衡点 Ｅ∗ 的全局稳定性．
定理 ３　 若 τ ＝ ０．当 Ｒ０ ＞ １ 时，系统（２） 的

ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点 Ｅ∗（ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗） 是全局渐近

稳定的．
证明 　 设（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），ｚ（ ｔ）） 是系统（２） 满足

初始条件（３） 的任一正解．定义

Ｖ２（ｔ） ＝ ｘ（ｔ） － ｘ∗ － ｘ∗ｌｎ ｘ（ｔ）
ｘ∗

＋

　 　 ｙ（ｔ） － ｙ∗ － ｙ∗ｌｎ ｙ（ｔ）
ｙ∗

＋

　 　 ｐｙ∗

ｂ
ｚ（ｔ） － ｚ∗ － ｚ∗ｌｎ ｚ（ｔ）

ｚ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

沿系统（２） 的解计算 Ｖ２（ ｔ） 的全导数可得

ｄ
ｄｔ
Ｖ２（ ｔ） ＝ １ － ｘ∗

ｘ（ ｔ）( ) λ － ｄｘ（ ｔ） － βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）( ) ＋

　 　 １ － ｙ∗

ｙ（ ｔ）( ) βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

－ ａｙ（ ｔ） － ｐｙ（ ｔ） ｚ（ ｔ）( ) ＋

　 　 ｐｙ∗

ｂ
１ － ｚ∗

ｚ（ ｔ）( ) （ｃｙ（ ｔ） － ｂｚ（ ｔ）） ． （１３）

注意到

λ ＝ ｄｘ∗ ＋ βｘ∗ｙ∗

１ ＋ αｙ∗，

ａｙ∗ ＋ ｐｙ∗ｚ∗ ＝ βｘ∗ｙ∗

１ ＋ αｙ∗ ．

将其代入到式（１３） 中，则有
ｄ
ｄｔ
Ｖ２（ ｔ） ＝ １ － ｘ∗

ｘ（ ｔ）( )·

　 　 － ｄ（ｘ（ ｔ） － ｘ∗） ＋ βｘ∗ｙ∗

１ ＋ αｙ∗ － βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＋

　 　 βｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

－ βｘ（ ｔ）ｙ∗

１ ＋ αｙ（ ｔ）
－ ａｙ（ ｔ） ＋ ａｙ∗ －

　 　 ｐｙ（ ｔ） ｚ（ ｔ） ＋ ｐｚ∗ｙ（ ｔ） － ｐｚ∗ｙ（ ｔ） ｚ∗

ｚ（ ｔ）
＋ ｐｙ∗ ｚ∗ ＝

　 　 － ｄ
ｘ（ ｔ）

（ｘ（ ｔ） － ｘ∗） ２ ＋ ２ βｘ∗ｙ∗

１ ＋ αｙ∗ －

　 　 βｘ∗ｙ∗

１ ＋ αｙ∗

ｘ∗

ｘ（ ｔ）
－ βｘ∗ｙ∗

１ ＋ αｙ∗

１ ＋ αｙ∗

１ ＋ αｙ（ ｔ）
ｘ（ ｔ）
ｘ∗ ＋

　 　 βｘ∗ｙ（ ｔ）
１ ＋ αｙ（ ｔ）

－ ａｙ（ ｔ） ＋ ｐｙ∗ ｚ∗ ｙ（ ｔ）
ｙ∗ －

　 　 ｐｙ∗ ｚ∗ ｙ（ ｔ）
ｙ∗

ｚ（ ｔ）
ｚ∗

－ ｐｙ∗ ｚ∗ ｙ（ ｔ）
ｙ∗

ｚ∗

ｚ（ ｔ）
＝

　 　 － ｄ （ｘ（ ｔ） － ｘ∗） ２

ｘ（ ｔ）
－

　 　 αβｘ∗

（１ ＋ αｙ∗） ２（１ ＋ αｙ（ ｔ））
（ｙ（ ｔ） － ｙ∗） ２ ＋

　 　 βｘ∗ｙ∗

１ ＋ αｙ∗
３ － ｘ∗

ｘ（ｔ）
－ １ ＋ αｙ（ｔ）

１ ＋ αｙ∗
－ １ ＋ αｙ∗

１ ＋ αｙ（ｔ）
ｘ（ｔ）
ｘ∗

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＋

８
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　 　 ｐｙ∗ ｚ∗ ｙ（ ｔ）
ｙ∗ ２ － ｚ∗

ｚ（ ｔ）
－ ｚ（ ｔ）

ｚ∗
æ
è
ç

ö
ø
÷ ．

由算术平均值和几何平均值的关系可知

３ － ｘ∗

ｘ（ ｔ）
－ １ ＋ αｙ（ ｔ）

１ ＋ αｙ∗
－ １ ＋ αｙ∗

１ ＋ αｙ（ ｔ）
ｘ（ ｔ）
ｘ∗ ≤ ０，

２ － ｚ∗

ｚ（ ｔ）
－ ｚ（ ｔ）

ｚ∗
≤ ０，

因此，当 τ ＝ ０时，若Ｒ０ ＞ １，则 ｄ
ｄｔ
Ｖ２（ ｔ） ≤０，并且当

且仅当（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ （ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗） 时
ｄ
ｄｔ
Ｖ２（ ｔ） ＝ ０．于是

由 ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理可知，系统（２） 的 ＣＴＬ⁃ 激活

感染平衡点 Ｅ∗（ｘ∗，ｙ∗，ｚ∗） 是全局渐近稳定的．证
毕．

３　 数值模拟

在系统（２） 中，令 λ ＝ １０００，β ＝ ０．０１，α ＝ ０．５，
ａ ＝ １．５，ｂ ＝ ２．５，ｃ ＝ ５，ｄ ＝ ２，ｐ ＝ ０．５．显然 Ｒ０ ＝ ７ ＞
０，此时系统（２） 存在一个 ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点

Ｅ∗（４９７．９３６３，１．４１５６，２．８３１３），可得 ｈ０ ≈－ １３．２７６７ ＜
０，且ω ０ ＝ ０．６３８８，τ ０ ＝ ０．７８６１．由定理 １可知，当 τ ＝
０．５ ＜ τ ０ 时，Ｅ∗ 是局部渐近稳定的；当 τ ＝ ０．８ ＞ τ ０

时，Ｅ∗ 不稳定；同时，当 τ ＝ τ ０ 时，系统（２） 在Ｅ∗ 附

近存在 Ｈｏｐｆ 分支．因此，当 τ 穿过 τ ０ 时，从 ＣＴＬ⁃激
活感染平衡点 Ｅ∗ 处会分支出周期解（如图 １ 和图

２ 所示） ．

图 １　 当 τ ＝ ０．５ ＜ τ ０ 时，系统（２） 的 ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点 Ｅ∗ 是局部渐近稳定的

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ＣＴＬ⁃ａｃｔｉｖａｔｅｄ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２） ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｆｏｒ τ ＝ ０．５ ＜ τ ０

图 ２　 当 τ ＝ ０．８ ＞ τ ０ 时，系统（２） 的 ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点 Ｅ∗ 是不稳定的，且出现了 Ｈｏｐｆ 分支

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ＣＴＬ⁃ａｃｔｉｖａｔｅｄ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２） ｌｏｓｓｅｓ ｉｔｓ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｃｃｕｒｓ ｆｏｒ τ ＝ ０．８ ＞ τ０

４　 结束语

本文研究了一类具有时滞和 ＣＴＬ 免疫反应的

ＨＩＶ⁃１病毒感染动力学模型的稳定性与 Ｈｏｐｆ 分支．
通过分析相应的特征方程根的分布情况，讨论了系

统平衡点的局部稳定性，并得到了系统 Ｈｏｐｆ 分支

存在的判定条件．由定理 １可知，当 ＣＴＬ免疫时滞 τ
改变时，系统（２） 的 ＣＴＬ⁃ 激活感染平衡点逐渐由

稳定变为不稳定，并在平衡点 Ｅ∗ 附近出现Ｈｏｐｆ分
支．通过构造适当 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，证明了当基本再

生数小于 １ 时，未感染平衡点是全局渐近稳定的．
当 τ ＝ ０ 且基本再生数大于 １ 时，ＣＴＬ⁃ 激活感染平

衡点是全局渐近稳定的．但需要指出的是，本文只

针对 τ ＝ ０时的特殊情况进行了讨论，有关 τ ＞ ０时

系统 ＣＴＬ⁃激活感染平衡点的全局稳定性的研究将

在今后的工作中进一步讨论．
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