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伪双曲方程一个非协调混合元方法超收敛分析
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摘　 要：基于非协调 ＥＱｒｏｔ
１ 元和零阶 Ｒ⁃Ｔ 元针对伪双曲方程，建立了一个自然满足 Ｂ⁃Ｂ 条件的非协调低阶

混合元逼近格式．借助单元插值算子的特殊性质、导数转移技巧和插值后处理技术，在半离散格式下给出了原

始变量在 Ｈ１ ⁃模和中间变量在 Ｌ２ ⁃模意义下的 Ｏ（ｈ２）阶超逼近性与整体超收敛结果．同时，对于一个二阶全离散

格式得到了原始变量 Ｈ１ ⁃模的 Ｏ（ｈ２＋τ２）超逼近性和中间变量 Ｌ２ ⁃模的 Ｏ（ｈ＋τ２）最优误差估计．
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０　 引言

考虑如下伪双曲方程［１］ ：
ｕｔｔ － Ñ（ａ（Ｘ） Ñｕｔ ＋ ａ（Ｘ） Ñｕ） ＋

　 　 ｂ（Ｘ）ｕｔ ＝ ｆ（Ｘ，ｔ），Ｘ ∈ Ω，ｔ ∈ （０，Ｔ］，

ｕ（Ｘ，ｔ） ＝ ０，Ｘ ∈ ∂Ω，ｔ ∈ （０，Ｔ］，
ｕ（Ｘ，０） ＝ ｕ０（Ｘ），ｕｔ（Ｘ，０） ＝ ｕ１（Ｘ），Ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

其中 Ｘ ＝ （ｘ，ｙ），Ω 为边界并行于坐标轴的有界矩形区域，
其边界是 ∂Ω，ｆ ∈ Ｌ２（Ω）、ｕ０（Ｘ）、ｕ１（Ｘ） 为已知光滑函数，
ａ（Ｘ） 和 ｂ（Ｘ） 为已知光滑函数，且满足 ａ０ ≤ ａ（Ｘ） ≤ ａ１，ｂ０

≤ ｂ（Ｘ） ≤ ｂ１，这里 ａ０，ａ１，ｂ０，ｂ１ 是正常数．
伪双曲方程通常用于描述非线性连续动力系统、动物

神经轴突中的生物传导过程、黏弹性理论等，其理论分析和

数值计算一直以来受到关注．例如文献［２］ 讨论了其解的

存在唯一性；文献［３］ 用类 Ｗｉｌｓｏｎ 元构造了其非协调元逼

近格式，给出了超收敛及外推结果；文献［４］ 用最小二乘混

合元方法得到了解的 Ｌ２ ⁃模最优误差估计；文献［５］ 用分裂

正定方法得到了解的收敛性估计、超逼近和外推结果；文献

［６］ 和［７］ 分别利用双线性元和零阶Ｒ⁃Ｔ元以及 ＥＱｒｏｔ
１ 元和

Ｎéｄéｌｅｃ’ｓ 元，构造了它的协调和非协调 Ｈ１ ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ 逼近

格式，得到了解的超逼近和收敛性结果．
本文利用非协调 ＥＱｒｏｔ

１ 元和零阶 Ｒ⁃Ｔ 元，针对方程（１）
建立了一个自然满足 Ｂ⁃Ｂ 条件的非协调低阶混合元逼近格

式．在不使用传统投影算子的前提下，结合文献［８⁃１２］ 的分

析思想，充分利用单元插值算子的特殊性质、导数转移技

巧、平均值技巧及插值后处理技术等，对半离散格式得到了
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原始变量的 Ｈ１ ⁃ 模和中间变量 Ｌ２ ⁃ 模意义下的 Ｏ（ｈ２） 阶超

逼近性与整体超收敛结果．同时，构造了一个二阶全离散格

式并导出了原始变量 Ｈ１ ⁃模的 Ｏ（ｈ２ ＋ τ ２） 超逼近性和中间

变量 Ｌ２ ⁃ 模的 Ｏ（ｈ ＋ τ ２） 最优误差估计．

１　 单元构造及问题逼近

设 Ｊｈ 为 Ω 的正则单元剖分族．∀Ｋ ∈ Ｊｈ，Ｋ 的中心为

（ｘｋ，ｙｋ），顶点为 Ａ１（ｘｋ － ｈｘ，ｋ，ｙｋ － ｈｙ，ｋ），Ａ２（ｘｋ ＋ ｈｘ，ｋ，ｙｋ －
ｈｙ，ｋ），Ａ３（ｘｋ ＋ ｈｘ，ｋ，ｙｋ ＋ ｈｙ，ｋ），Ａｉ（ｘｋ － ｈｘ，ｋ，ｙｋ ＋ ｈｙ，ｋ），边长 ｌｉ
＝ ＡｉＡｉ＋１，ｉ ＝ １，２，３，４（ｍｏｄ ４），并记 ｈ ＝ ｍａｘ

Ｋ∈Ｊｈ
｛ｈＫ｝，其中 ｈＫ

是 Ｋ 的最大直径．定义混合元有限空间为

Ｖｈ ＝ ｛ｖｈ；ｖｈ ｜ Ｋ ∈ ｓｐａｎ｛１，ｘ，ｙ，ｘ２，ｙ２｝，

　 　 ∫
Ｆ
［ｖｈ］ｄｓ ＝ ０，Ｆ ⊂ ∂Ｋ，∀Ｋ ∈ Ｊｈ｝，

Ｍ
→

ｈ ＝ ｛ｗ→ｈ ＝ （ｗ１
ｈ，ｗ２

ｈ）；ｗ
→
ｈ ｜ Ｋ ∈Ｑ１，０（Ｋ） × Ｑ０，１（Ｋ），∀Ｋ∈Ｊｈ｝，

其中：Ｑｍ，ｎ（Ｋ） ＝ ｓｐａｎ｛ｘｉｙｊ，０≤ ｉ ≤ｍ，０≤ ｊ≤ ｎ｝，Ｆ是单元 Ｋ
的边，［ｖｈ］ 表示 ｖ 跨过边界 Ｆ 的跃度，当 Ｆ ⊂∂Ω时，［ｖ］ ＝ ｖ．

对 ｕ ∈ Ｈ１（Ω），ｗ→ ∈ （Ｈ１（Ω）） ２，设 Ｉｈ：Ｈ１（Ω） → Ｖｈ 和

Πｈ：（Ｈ１（Ω）） ２ →Ｍｈ 分别是由 Ｖｈ 和Ｍｈ 诱导出的插值算子，
满足：Ｉｈ ｜ Ｋ ＝ Ｉｈ，Πｈ ｜ Ｋ ＝ Πｈ，

∫
ｌ ｉ
（ｕ － Ｉｈｕ）ｄｓ ＝ ０，ｉ ＝ １，２，３，４，

∫
Ｋ
（ｕ － Ｉｈｕ）ｄｘｄｙ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

∫
ｌ ｉ
（ｗ→ － Πｈｗ

→）·ｎ→ｄｓ ＝ ０，ｉ ＝ １，２，３，４，

其中 ｎ→ 是 ｌｉ，ｉ ＝ １，２，３，４ 的单位外法向量．

由空间 Ｖｈ 和Ｍ
→

ｈ 的构造，显然ÑＶｈ ⊂Ｍ
→

ｈ，且成立下面结

论：
引理１［１３－１５］ 　 对于 ｕ∈Ｈ１（Ω），ｐ→∈（Ｈ２（Ω）） ２，任给 ｖｈ

∈ Ｖｈ，ｗ
→

ｈ ∈ Ｍ
→

ｈ，有
（Ñ（ｕ － Ｉ１ｈｕ），Ñｖｈ） ｈ ＝ ０， （２）

（Ñ（ｕ － Ｉ１ｈｕ），ｗ
→

ｈ） ｈ ＝ ０， （３）

（ ｐ→ － Πｈ ｐ
→，ｗ→ｈ） ＝ Ｏ（ｈ２） ｜ ｐ→ ｜ ２‖ｗ→ｈ‖０， （４）

∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→·ｎ→ｖｈｄｓ ＝ Ｏ（ｈ２） ｜ ｐ→ ｜ ２‖ｖｈ‖ｈ， （５）

其中

（ｕ，ｖ） ｈ ＝ ∑
Ｋ
∫
Ｋ
ｕｖｄｘ，‖·‖ｈ ＝ （∑

Ｋ
｜·｜ ２

１，Ｋ）
１
２ ．

显然 ‖·‖ｈ 是 Ｖｈ 上的模．

引入变量 ｐ→ ＝ ａ（Ｘ） Ñｕｔ ＋ ａ（Ｘ） Ñｕ，则方程（１） 等价

于：∀ｔ ∈ （０，Ｔ］，
ａ（Ｘ） Ñｕｔ ＋ ａ（Ｘ） Ñｕ ＝ ｐ→，Ｘ ∈ Ω，

ｕｔｔ － Ñｐ→ ＋ ｂ（Ｘ）ｕｔ ＝ ｆ（Ｘ，ｔ），Ｘ ∈ Ω，

ｕ（Ｘ，ｔ） ＝ ０，Ｘ ∈ ∂Ω，
ｕ（Ｘ，０） ＝ ｕ０（Ｘ），ｕｔ（Ｘ，０） ＝ ｕ１（Ｘ），Ｘ ∈ Ω，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

其对应变分问题为：∀ｗ→ ∈ （Ｌ２（Ω）） ２，∀ｖ ∈ Ｈ１
０（Ω），求｛ｕ，

ｐ→｝：［０，Ｔ］ → Ｈ１
０（Ω） × （Ｌ２（Ω）） ２，使得

（ａ（Ｘ） Ñｕｔ，ｗ
→） ＋ （ａ（Ｘ） Ñｕ，ｗ→） ＝ （ｐ→，ｗ→），

（ｕｔｔ，ｖ） － （ｐ→，Ñｖ） ＋ （ｂ（Ｘ）ｕｔ，ｖ） ＝ （ｆ（Ｘ，ｔ），ｖ），

ｕ（Ｘ，０） ＝ ｕ０（Ｘ），ｕｔ（Ｘ，０） ＝ ｕ１（Ｘ），Ｘ ∈ Ω．

ì

î

í

ïï

ïï

（７）

那么相应于方程（７） 的半离散逼近格式为：求｛ｕｈ，ｐ
→

ｈ｝：［０，

Ｔ］ → Ｖｈ × Ｍ
→

ｈ，使 ∀ｖｈ ∈ Ｖｈ，ｗ
→

ｈ ∈ Ｍ
→

ｈ，

（ａ（Ｘ） Ñｕｈｔ，ｗ
→

ｈ）ｈ ＋ （ａ（Ｘ） Ñｕｈ，ｗ
→

ｈ）ｈ ＝ （ｐ→ｈ，ｗ
→

ｈ）ｈ，

（ｕｈｔｔ，ｖｈ） － （ｐ→ｈ，Ñｖｈ）ｈ ＋ （ｂ（Ｘ）ｕｈｔ，ｖｈ） ＝ （ｆ（Ｘ，ｔ），ｖｈ），

ｕｈ（０） ＝ Ｉ１ｈｕ０（Ｘ），ｕｈｔ（０） ＝ Ｉ１ｈｕ１（Ｘ），Ｘ ∈ Ω．

ì

î

í

ïï

ïï

（８）

由于 Ｈ１
０（Ω） 和（Ｌ２（Ω）） ２，Ｖｈ 和 Ｍ

→

ｈ 分别满足连续和离

散的Ｂ － Ｂ条件，由微分方程理论可知，方程（７） 和（８） 均存

在唯一解．

２　 半离散格式下的超逼近分析

定理 １　 设｛ｕ，ｐ→｝ 和｛ｕｈ，ｐ
→

ｈ｝ 分别是方程（７） 和（８） 的

解，且 ｕ，ｕｔ，ｕｔｔ ∈ Ｈ２（Ω）；ｐ→，ｐ→ｔ ∈ （Ｈ２（Ω）） ２，成立如下超逼

近结果

‖Ｉｈｕ － ｕｈ‖ｈ ≤ Ｃｈ２（∫ｔ
０
（‖ｕ‖２

２ ＋

　 　 ‖ｕｔ‖２
２ ＋ ‖ｕｔｔ‖２

２ ＋ ‖ｐ→‖２
２）ｄτ）

１
２ ， （９）

‖Πｈ ｐ
⇀ － ｐ⇀ｈ‖０ ≤ Ｃｈ２（‖ｕ‖２ ＋ ‖ｕｔ‖２ ＋

　 　 ‖ｐ→‖２ ＋ Ｆ）， （１０）
其中

Ｆ ＝ （∫ｔ
０
（‖ｕ‖２

２ ＋ ‖ｕｔ‖２
２ ＋ ‖ｕｔｔ‖２

２ ＋

　 　 ‖ｐ→‖２
２ ＋ ‖ｐ→ｔ‖２

２）ｄτ）
１
２ ．

证明 　 记

ｕ － ｕｈ ＝ （ｕ － Ｉｈｕ） ＋ （ Ｉｈｕ － ｕｈ） ＝ η ＋ ξ，

ｐ⇀ － ｐ→ｈ ＝ （ ｐ⇀ － Πｈ ｐ
⇀） ＋ （Πｈ ｐ

⇀ － ｐ⇀ｈ） ＝ ρ→ ＋ θ
→
．

由方程（７） 和（８），∀ｗ→ｈ ∈ Ｍ
→

ｈ，∀ｖｈ ∈ Ｖｈ，成立误差方程：

（ρ→，ｗ→ｈ） ＋ （θ
→
，ｗ→ｈ） ＝ （ａ（Ｘ） Ñηｔ ＋ ａ（Ｘ） Ñξｔ，ｗ

→
ｈ）ｈ ＋

　 　 （ａ（Ｘ） Ñη ＋ ａ（Ｘ） Ñξ，ｗ→ｈ）ｈ，

（ξｔｔ，ｖｈ） ＋ （ｂ（Ｘ）ξｔ，ｖｈ） ＋ （θ
⇀
，Ñｖｈ）ｈ ＝

　 　 － （ηｔｔ，ｖｈ） － （ｂ（Ｘ）ηｔ，ｖｈ） － （ρ→，Ñｖｈ）ｈ ＋

　 　 ∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ｖｈ·ｎ→ｄｓ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１１）

在方程（１１） 第二式中取 ｖｈ ＝ ξ ｔ，第一式中取ｗ→ｈ ＝ Ñξ ｔ，
两式相减得

（ξ ｔｔ，ξ ｔ） ＋ （ａ（Ｘ） Ñξ，Ñξ ｔ） ｈ ＋
　 　 （ａ（Ｘ） Ñξ ｔ，Ñξ ｔ） ｈ ＋ （ｂ（Ｘ）ξ ｔ，ξ ｔ） ＝
　 　 － （η ｔｔ，ξ ｔ） － （ａ（Ｘ） Ñη，Ñξ ｔ） ｈ －
　 　 （ａ（Ｘ） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ － （ｂ（Ｘ）η ｔ，ξ ｔ） ＋

２２
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　 　 ∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ξ ｔ·ｎ→ｄｓ ＝∶ ∑

５

ｉ ＝ １
Ｂｉ ． （１２）

注意到式（１２） 的左端项

（ξ ｔｔ，ξ ｔ） ＋ （ａ（Ｘ） Ñξ，Ñξ ｔ） ｈ ＋
　 　 （ａ（Ｘ） Ñξ ｔ，Ñξ ｔ） ｈ ＋ （ｂ（Ｘ）ξ ｔ，ξ ｔ） ≥

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

（‖ξ ｔ‖２
０ ＋ ‖ （ａ（Ｘ））

１
２ Ñξ‖２

０） ＋

　 　 ａ０‖ξ ｔ‖２
ｈ ＋ ｂ０‖ξ ｔ‖２

０ ． （１３）
下面对式（１２） 的右端各项进行估计．应用性质 １，平均

值技巧及 ε⁃Ｙｏｕｎｇ 不等式有

Ｂ１ ＋ Ｂ５ ≤ Ｃｈ２‖ｕｔｔ‖２‖ξ ｔ‖０ ＋ Ｃｈ２‖ｐ→‖２‖ξ ｔ‖ｈ ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕｔｔ‖２
２ ＋ ‖ｐ→‖２） ＋ ε‖ξ ｔ‖２

０ ＋ ε‖ξ ｔ‖２
ｈ，

Ｂ２ ＋ Ｂ３ ≤ （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ）） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ ＋

　 　 （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ）） Ñη，Ñξ ｔ） ｈ ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２） ＋ ε‖ξ ｔ‖２
ｈ，

Ｂ４ ≤ （（ｂ（Ｘ） － ｂ（Ｘ））η ｔ，ξ ｔ） ＋ （ｂ（Ｘ）η ｔ，ξ ｔ） ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｕｔ‖ ２
２ ＋ ε‖ξ ｔ‖２

０，
将上述对 Ｂｉ（ ｉ ＝ １，２，…，５） 的估计及式（１３） 代入式（１２）
得

１
２

ｄ
ｄｔ

（‖ξ ｔ‖２
０ ＋ ‖ （ａ（Ｘ））

１
２ Ñξ‖２

０） ＋

　 　 ａ０‖ξ ｔ‖２
ｈ ＋ ｂ０‖ξ ｔ‖２

０ ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２ ＋ ‖ｕｔｔ‖２
２ ＋ ‖ｐ→‖２

２） ＋

　 　 ε‖ξ ｔ‖２
ｈ ＋ ε‖ξ ｔ‖２

０ ． （１４）
对式（１４） 两端从 ０到 ｔ积分，注意到 ξ ｔ（Ｘ，０） ＝ Ñξ（Ｘ，

０） ＝ ０，并取 ε 充分小得

‖ξ ｔ‖２
０ ＋ ‖ξ‖２

ｈ ≤ Ｃｈ４ ∫ｔ
０
（‖ｕ‖２

２ ＋

　 　 ‖ｕｔ‖２
２ ＋ ‖ｕｔｔ‖２

２ ＋ ‖ｐ→‖２
２）ｄτ， （１５）

即式（９） 得证．
为了估计 ‖θ‖２

０，下面先估计 ‖ξ ｔ‖２
ｈ ．

在误差方程（１１） 第二式中取 ｖｈ ＝ ξ ｔｔ，第一式中取 ｗ→ｈ

＝ Ñξ ｔｔ，两式相减得

（ξ ｔｔ，ξ ｔｔ） ＋ （ａ（Ｘ） Ñξ ｔ，Ñξ ｔｔ）ｈ ＋ （ｂ（Ｘ）ξ ｔ，ξ ｔｔ） ＝
　 　 － （η ｔｔ，ξ ｔｔ） － （ａ（Ｘ） Ñη，Ñξ ｔｔ）ｈ －
　 　 （ａ（Ｘ） Ñη ｔ，Ñξ ｔｔ）ｈ － （ｂ（Ｘ）η ｔ，ξ ｔｔ） －

　 　 （ａ（Ｘ） Ñξ，Ñξ ｔｔ）ｈ ＋∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ξ ｔｔ·ｎ→ｄｓ ＝∶ ∑

６

ｉ ＝ １
Ｄｉ ． （１６）

下面估计式（１６） 右端各项．利用导数转移技巧、平均值

技巧和引理 １ 及 ε⁃Ｙｏｕｎｇ 不等式有

Ｄ１ ＋ Ｄ４ ≤ Ｃ（‖η ｔｔ‖０ ＋ ‖η ｔ‖０）‖ξ ｔｔ‖０ ≤
　 　 Ｃｈ４（‖ｕｔｔ‖２

２ ＋ ‖ｕｔ‖２
２） ＋ ε‖ξ ｔｔ‖２

０，

Ｄ２ ＝ （ａ（Ｘ） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ － ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñη，Ñξ ｔ） ｈ ＝

　 　 （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ）） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ －

　 　 ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñη，Ñξ ｔ） ｈ ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｕｔ‖２
２ ＋ Ｃ‖ξ ｔ‖２

ｈ － ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñη，Ñξ ｔ） ｈ ．

类似有

Ｄ３ ＝ （ａ（Ｘ） Ñη ｔｔ，Ñξ ｔ） ｈ － ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｕｔｔ‖２
２ ＋ Ｃ‖ξ ｔ‖２

ｈ － ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ，

Ｄ５ ＝ （ａ（Ｘ） Ñξ ｔ，Ñξ ｔ） ｈ － ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñξ，Ñξ ｔ） ｈ ≤

　 　 ａ１‖ξ ｔ‖２
ｈ － ｄ

ｄｔ
（ａ（Ｘ） Ñξ，Ñξ ｔ） ｈ，

Ｄ６ ＝ ∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ｔξ ｔ·ｎ→ｄｓ － ｄ

ｄｔ∑Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ξ ｔ·ｎ→ｄｓ ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｐ→ｔ‖２
２ ＋ Ｃ‖ξ ｔ‖２

ｈ － ｄ
ｄｔ∑Ｋ

∫
∂Ｋ
ｐ→ξ ｔ·ｎ→ｄｓ．

将上述 Ｄｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 的估计代入式（１６） 有

‖ξ ｔｔ‖２
０ ＋ １

２
ｄ
ｄｔ

（‖ （ａ（Ｘ））
１
２ Ñξ ｔ‖２

０ ＋

　 　 ‖（ｂ（Ｘ）
１
２ ξ ｔ‖２

０） ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕｔｔ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２ ＋ ‖ｐ→ｔ‖２
２） ＋

　 　 ε‖ξ ｔｔ‖２
０ ＋ Ｃ‖ξ ｔ‖２

ｈ － ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñξ，Ñξ ｔ） ｈ －

　 　 ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñη，Ñξ ｔ） ｈ － ｄ
ｄｔ

（ａ（Ｘ） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ ＋

　 　 ｄ
ｄｔ∑Ｋ

∫
∂Ｋ
ｐ→ξ ｔ·ｎ→ｄｓ． （１７）

取 ε 充分小，对式（１７） 两端从 ０ 到 ｔ 积分，并注意到

ξ ｔ（Ｘ，０） ＝ ０，Ñξ ｔ（Ｘ，０） ＝ ０，可得

‖ （ａ（Ｘ））
１
２ Ñξ ｔ‖２

０ ＋ ‖（ｂ（Ｘ）
１
２ ξ ｔ‖２

０ ≤

　 　 Ｃｈ４ ∫ｔ
０
（‖ｕｔｔ‖２

２ ＋ ‖ｕｔ‖２
２ ＋ ‖ｐ→ｔ‖２

２）ｄτ ＋

　 　 Ｃ ∫ｔ
０
‖ξ ｔ‖２

ｈｄτ － （ａ（Ｘ） Ñξ，Ñξ ｔ） ｈ －

　 　 （ａ（Ｘ） Ñη，Ñξ ｔ） ｈ －

　 　 （ａ（Ｘ） Ñη ｔ，Ñξ ｔ） ｈ ＋ ∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ξ ｔ·ｎ→ｄｓ ≤

　 　 Ｃｈ４ ∫ｔ
０
（‖ｕｔｔ‖２

２ ＋ ‖ｕｔ‖２
２ ＋ ‖ｐ→ｔ‖２

２）ｄτ ＋

　 　 Ｃ ∫ｔ
０
‖ξ ｔ‖２

ｈｄτ ＋ Ｃ‖ξ‖２
ｈ ＋ ε‖ξ ｔ‖２

ｈ ＋

　 　 Ｃｈ４（‖ｕ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２ ＋ ‖ｐ→‖２
２） ． （１８）

注意到 ａ（Ｘ） ≥ ａ０ ＞ ０，ｂ（Ｘ） ≥ ｂ０ ＞ ０，由式（１８） 及

Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理有

‖ξ ｔ‖２
ｈ ＋ ‖ξ ｔ‖２

０ ≤ Ｃｈ４（‖ｕ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２ ＋

　 　 ‖ｐ→‖２
２） ＋ Ｃｈ４Ｆ２， （１９）

得到了 ‖ξ ｔ‖２
ｈ 的估计．

在误差方程（１１） 的第一式中，取 ｗ→ｈ ＝ θ
→
，利用引理 １，

ε⁃Ｙｏｕｎｇ 不等式，式（１５） 和（１９） 对 ‖ξ‖２
ｈ 和 ‖ξ ｔ‖２

ｈ 的估

计结果得

‖θ
→
‖２

０ ＝ － （ρ→，θ
→
） ＋ （ａ（Ｘ）（Ñη ｔ ＋ Ñη），θ

→
）ｈ ＋

３２

马戈，胡双年．伪双曲方程一个非协调混合元方法超收敛分析



　 　 （ａ（Ｘ）（Ñξ ｔ ＋ Ñξ），θ
→
）ｈ ≤

　 　 Ｃｈ２‖ｐ→‖２‖θ
→
‖０ ＋ Ｃ（‖ξ ｔ‖ｈ ＋ ‖ξ‖ｈ）‖θ

→
‖０ ＋

　 　 （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ））（Ñη ｔ ＋ Ñη），θ
→
）ｈ ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２ ＋ ‖ｐ→‖２
２ ＋ Ｆ２） ＋ ε‖θ

→
‖２

０．

（２０）
取 ε 充分小即得（１０） 式，定理得证．证毕．

类似文献［１０］，把 Ｊｈ 中 ４ 个小单元 Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３、Ｋ４ 合并

成一个大单元 Ｋ
～
，并在单元 Ｋ

～
上构造插值算子 Ｉ２ｈ 和 Π２ｈ，易

得如下超收敛结果：
定理 ２　 设｛ｕ，ｐ→｝ 和｛ｕｈ，ｐ

→
ｈ｝ 分别是方程（７） 和（８） 的

解，且 ｕ∈Ｈ３（Ω），ｕｔ，ｕｔｔ ∈Ｈ２（Ω），ｐ→ ∈（Ｈ２（Ω）） ２ 则成立下

面的整体超收敛结果

‖ｕ － Ｉ２ｈｕｈ‖ｈ ≤ Ｃｈ２［‖ｕ‖２ ＋ ‖ｐ→ｔ‖２ ＋ Ｈ］， （２１）

‖ｐ⇀ － Π２ｈ ｐ
⇀

ｈ‖０ ≤ Ｃｈ２［‖ｕ‖２ ＋ ‖ｐ→‖２ ＋

　 　 ‖ｐ→ｔ‖２ ＋ Ｈ］， （２２）

其中 Ｈ ＝ （∫ｔ
０
（‖ｕｔｔ‖２

２ ＋ ‖ｕｔ‖２
２ ＋ ‖ｐ→‖２

２）ｄτ）
１
２ ．

３　 全离散格式下的超逼近分析

设 ０ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ … ＜ ｔＮ－１ ＜ ｔＮ ＝ Ｔ 是［０，Ｔ］ 上等步

长剖分，τ ＝ Ｔ ／ Ｎ，ｔｎ ＝ ｎτ，ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ，任给光滑函数 φ，
定义 φ ｎ ＝ φ（ ｔｎ），并记

φ ｎ＋ １
２ ＝ １

２
（φ ｎ＋１ ＋ φ ｎ），∂ｔφ ｎ＋ １

２ ＝ １
τ
（φ ｎ＋１ － φ ｎ），

φ ｎ， １
４ ＝ １

４
（φ ｎ＋１ ＋ ２φ ｎ ＋ φ ｎ－１） ＝ １

２
（φ ｎ＋ １

２ ＋ φ ｎ－ １
２ ），

∂ｔφ ｎ ＝ １
２
（∂ｔφ ｎ＋ １

２ ＋ ∂ｔφ ｎ－ １
２ ），

∂ｔｔφ ｎ ＝ １
τ
（∂ｔφ ｎ＋ １

２ － ∂ｔφ ｎ－ １
２ ） ．

构造方程（７） 的二阶全离散形式如下：求｛ｕｎ，ｐ→ｎ｝：［０，
Ｔ］ → Ｈ１

０（Ω） × （Ｌ２（Ω）） ２，对 ∀Ｘ ∈ Ω．，ｖ ∈ Ｈ１
０（Ω），ｗ→ ∈

（Ｌ２（Ω）） ２，有

（ａ（Ｘ） Ñ∂ｔｕｎ，ｗ→） ＋ （ａ（Ｘ） Ñｕｎ， １
４ ，ｗ→） ＝

　 　 （ ｐ→ｎ， １
４ ，ｗ→） ＋ （ａ（Ｘ）Ｒｎ

１，ｗ
→），

（∂ｔｔｕｎ，ｖ） ＋ （ｂ（Ｘ）∂ｔｕｎ，ｖ） － （ ｐ→ｎ， １
４ ，Ñｖ） ＝

　 　 （ ｆｎ，
１
４ ，ｖ） ＋ （Ｒｎ

２，ｖ） ＋ （ｂ（Ｘ）Ｒｎ
１，ｖ），

ｕ（Ｘ，０） ＝ ｕ０（Ｘ），ｕｔ（Ｘ，０） ＝ ｕ１（Ｘ），

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２３）

其中

Ｒｎ
１ ＝ ∂ｔｕｎ － ｕｎ， １

４ｔ ＝ Ｏ（τ ２ｕｔｔｔ），

Ｒｎ
２ ＝ ∂ｔｔｕｎ － ｕｎ， １

４ｔｔ ＝ Ｏ（τ２ｕｔｔｔｔ） ．

对应于方程（２３） 的有限元逼近格式为：求｛ｕｎ
ｈ，ｐ

→ｎ
ｈ｝：

［０，Ｔ］ → Ｖｈ × Ｍ
→

ｈ，使任给 ｖ ∈ Ｈ１
０（Ω），ｗ→ ∈ （Ｌ２（Ω）） ２，有

（ａ（Ｘ） Ñ∂ｔｕｎ
ｈ，ｗ

→） ＋ （ａ（Ｘ） Ñｕｎ， １
４ｈ ，ｗ→） ＝ （ｐ→ｎ， １

４ｈ ，ｗ→），

（∂ｔｔｕｎ
ｈ，ｖ） ＋ （ｂ（Ｘ）∂ｔｕｎ

ｈ，ｖ） － （ｐ→ｎ， １
４ｈ

，
Ñｖ） ＝ （ｆｎ，

１
４ ，ｖ），

ｕ０
ｈ ＝ Ｉｈｕ０（Ｘ），ｕ１

ｈ ＝ Ｉｈ（ｕ０（Ｘ） ＋ ｕ１（Ｘ）τ ＋ τ２

２
ｕｔｔ（Ｘ，０）），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２４）
其中

ｕｔｔ（Ｘ，０） ＝ － ｂ（Ｘ）ｕ１（Ｘ） ＋ Ñ（ａ（Ｘ） Ñｕ１（Ｘ） ＋
　 　 ａ（Ｘ） Ñｕ０（Ｘ）） ＋ ｆ（Ｘ，０） ．

定理 ３　 设｛ｕｎ，ｐ→ｎ｝ 和｛ｕｎ
ｈ，ｐ

→ｎ
ｈ｝ 分别是式（２３） 和（２４）

的解，且 ｕ ∈ Ｌ¥（０，Ｔ，Ｈ２（Ω））；ｕｔ，ｕｔｔ ∈ Ｈ２（Ω）；ｕｔｔｔ ∈ Ｌ¥（０，Ｔ，

Ｈ１（Ω））；ｕｔｔｔｔ ∈Ｌ¥（０，Ｔ，Ｌ２（Ω））；ｐ→∈Ｌ¥（０，Ｔ，（Ｈ２（Ω））２），则成

立

‖Ｉｈｕｎ － ｕｎ
ｈ‖ｈ ≤ Ｃ（ｈ２Ｆ１ ＋ τ ２Ｆ２）， （２５）

‖ｐ⇀ｎ － ｐ⇀ｎ
ｈ‖０ ≤ Ｃ（ｈＦ１ ＋ τ ２Ｆ２）， （２６）

其中

Ｆ１ ＝ （‖ｕ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ２（Ω）） ＋ ‖ｐ→‖２

Ｌ¥（０，Ｔ；（Ｈ２（Ω））２） ＋

　 　 ‖ｕｔ‖２
Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ２（Ω）） ＋ ‖ｕｔｔ‖２

Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ２（Ω）） ）
１
２ ，

Ｆ２ ＝ （‖ｕｔｔｔ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）） ＋ ‖ｕｔｔｔｔ‖２

Ｌ¥（０，Ｔ；Ｌ２（Ω）） ）
１
２ ．

证明 　 记

ｕｎ － ｕｎ
ｈ ＝ （ｕｎ － Ｉｈｕｎ） ＋ （ Ｉｈｕｎ － ｕｎ

ｈ） ＝ η ｎ ＋ ξ ｎ，

ｐ⇀ｎ － ｐ→ｎ
ｈ ＝ （ ｐ⇀ｎ － Πｈ ｐ

⇀ｎ） ＋ （Πｈ ｐ
⇀ｎ － ｐ⇀ｎ

ｈ） ＝ ρ→ｎ ＋ θ
→ｎ ．

由方程（２３） 和（２４），∀ｗ→ｈ ∈ Ｍ
→

ｈ，ｖｈ ∈ Ｖｈ，可得如下误差方

程

（ ρ→ｎ， １
４ ，ｗ→ｈ） ＋ （θ

→ｎ， １
４ ，ｗ→ｈ） ＝

　 　 （ａ（Ｘ） Ñ∂ｔξ ｎ，ｗ→ｈ） ｈ ＋ （ａ（Ｘ） Ñ∂ｔη ｎ，ｗ→ｈ） ｈ ＋

　 　 （ａ（Ｘ） Ñξ ｎ， １
４ ，ｗ→ｈ） ｈ ＋ （ａ（Ｘ） Ñη ｎ， １

４ ，ｗ→ｈ） ｈ －

　 　 （ａ（Ｘ） ÑＲｎ
１，ｗ

→
ｈ） ｈ，

（∂ｔｔξ ｎ，ｖｈ） ＋ （ｂ（Ｘ）∂ｔξ ｎ，ｖｈ） ＋

　 　 （θ
⇀

ｎ， １
４ ，Ñｖ→ｈ） ｈ ＋ （ ρ

→ｎ， １
４ ，Ñｖ→ｈ） ｈ ＝

　 　 － （∂ｔｔη ｎ，ｖｈ） － （ｂ（Ｘ）∂ｔη ｎ，ｖｈ） ＋

　 　 ∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ｎ， １

４ ｖｈ·ｎ→ｄｓ ＋ （Ｒｎ
２，ｖｈ） ＋ （ｂ（Ｘ）Ｒｎ

１，ｖｈ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２７）
在方程（２７） 第二式中取 ｖｈ ∈∂ｔξ ｎ，第一式中取ｗ→ｈ ＝ Ñ∂ｔξ ｎ，
两式相减得

（∂ｔｔξｎ，∂ｔξｎ） ＋ （ｂ（Ｘ）∂ｔξｎ，∂ｔξｎ） ＋

　 　 （ａ（Ｘ） Ñξｎ， １
４ ，Ñ∂ｔξｎ）ｈ ＋ （ａ（Ｘ） Ñξ ｔ

ｎ，Ñ∂ｔξｎ）ｈ ＝

　 　 － （∂ｔｔηｎ，∂ｔξｎ） － （ｂ（Ｘ）∂ｔηｎ，∂ｔξｎ） －

　 　 （ａ（Ｘ） Ñ∂ｔηｎ，Ñ∂ｔξｎ）ｈ － （ａ（Ｘ） Ñηｎ， １
４ ，Ñ∂ｔξｎ）ｈ ＋

　 　 （Ｒｎ
２，∂ｔξｎ） ＋ （ｂ（Ｘ）Ｒｎ

１，∂ｔξｎ） ＋ （ａ（Ｘ） ÑＲｎ
１，∂ｔξｎ） ＋

　 　 ∑
Ｋ
∫
∂Ｋ
ｐ→ｎ， １

４ ∂ｔξｎ·ｎ→ｄｓ ＝∶ ∑
８

ｉ ＝ １
Ｅｉ ． （２８）

注意到，方程（２８） 的左端

４２
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（∂ｔｔξｎ，∂ｔξｎ） ＋ （ｂ（Ｘ）∂ｔξｎ，∂ｔξｎ） ＋

　 　 （ａ（Ｘ） Ñξｎ， １
４ ，Ñ∂ｔξｎ）ｈ ＋ （ａ（Ｘ） Ñξ ｔ

ｎ，Ñ∂ｔξｎ）ｈ ≥

　 　 １
２τ

（‖∂ｔξｎ＋ １
２ ‖２

０ － ‖∂ｔξｎ－ １
２ ‖２

０ ＋

　 　 ‖（ａ（Ｘ）） １
２

Ñξｎ＋ １
２ ‖２

０ －‖（ａ（Ｘ）） １
２

Ñξｎ－ １
２ ‖２

０） ＋

　 　 ｂ０‖∂ｔξｎ‖２
０ ＋ ａ０‖∂ｔξｎ‖２

ｈ ． （２９）
下面对式（２８） 右端各项估计，注意有

‖∂ｔｔη ｎ‖２
０ ≤ Ｃτ －１ ∫ｔｎ＋１

ｔｎ－１
‖η ｔｔ‖２

０ｄｔ，

‖∂ｔη ｎ‖２
０ ≤ Ｃτ －１ ∫ｔｎ＋１

ｔｎ－１
‖η ｔ‖２

０ｄｔ，

则由引理 １、Ｓｃｈｗａｒｚ 和 ε⁃Ｙｏｕｎｇ 不等式

Ｅ１ ＋ Ｅ２ ≤ Ｃ（‖∂ｔｔη ｎ‖２
０ ＋ ‖∂ｔη ｎ‖２

０） ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２
０ ≤

　 　 Ｃτ －１ ∫ｔｎ＋１
ｔｎ－１

（‖η ｔｔ‖２
０ ＋ ‖η ｔｔ‖２

０）ｄｔ ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２
０ ≤

　 　 Ｃｈ４τ －１ ∫ｔｎ＋１
ｔｎ－１

（‖ｕｔｔ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２）ｄｔ ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２
０，

Ｅ３ ＝ （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ）） Ñ∂ｔη ｎ，Ñ∂ｔξ ｎ） ≤

　 　 Ｃｈ４τ －１ ∫ｔｎ＋１
ｔｎ－１

‖ｕｔ‖２
２ｄｔ ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２

ｈ，

Ｅ４ ＝ （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ）） Ñη ｎ， １
４ ，Ñ∂ｔξ ｎ） ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｕｎ， １
４ ‖２

２ ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２
ｈ，

Ｅ５ ＋ Ｅ６ ＋ Ｅ７ ≤ Ｃ（‖Ｒｎ
２‖２

０ ＋ ‖Ｒｎ
１‖２

０ ＋ ‖ ÑＲｎ
１‖２

０） ＋

　 　 ε‖∂ｔξ ｎ‖２
０ ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２

ｈ ≤
　 　 Ｃτ ４（‖ｕｔｔｔ‖２

１ ＋ ‖ｕｔｔｔｔ‖２
０） ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２

０ ＋

　 　 ε‖∂ｔξ ｎ‖２
ｈ，

Ｅ８ ≤ Ｃｈ２‖ｐ→ｎ， １
４ ‖２‖∂ｔξ ｎ‖ｈ ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｐ→ｎ， １
４ ‖２

２ ＋ ε‖∂ｔξ ｎ‖２
ｈ ．

将上述 Ｅｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 的估计及式（２９），代入式（２８） 并

取 ε 比较小有

１
２τ

（‖∂ｔξ ｎ＋ １
２ ‖２

０ － ‖∂ｔξ ｎ－ １
２ ‖２

０ ＋

　 　 ‖ （ａ（Ｘ））
１
２ Ñξ ｎ＋ １

２ ‖２
０ －

　 　 ‖ （ａ（Ｘ））
１
２ Ñξ ｎ－ １

２ ‖２
０） ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕｎ， １
４ ‖２

２ ＋ ‖ｐ→ｎ， １
４ ‖２

２） ＋

　 　 Ｃτ ４（‖ｕｔｔｔ‖２
１ ＋ ‖ｕｔｔｔｔ‖２

０） ＋

　 　 Ｃｈ４τ －１ ∫ｔｎ＋１
ｔｎ－１

（‖ｕｔｔ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２）ｄｔ ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ２（Ω）） ＋ ‖ｐ→‖２

Ｌ¥（０，Ｔ；（Ｈ２（Ω））２） ） ＋

　 　 Ｃτ ４（‖ｕｔｔｔ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）） ＋ ‖ｕｔｔｔｔ‖２

Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）） ） ＋

　 　 Ｃｈ４τ －１ ∫ｔｎ＋１
ｔｎ－１

（‖ｕｔｔ‖２
２ ＋ ‖ｕｔ‖２

２）ｄｔ． （３０）

对式（３０） 两端同乘以 ２τ，并对 ｎ从 １到Ｎ － １求和，注意（Ｎ
－ １）τ ≤ Ｔ，得

‖∂ｔξＮ－ １
２ ‖２

０ ＋ ‖ （ａ（Ｘ））
１
２ ÑξＮ－ １

２ ‖２
０ ≤

　 　 Ｃｈ４（‖ｕ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ２（Ω）） ＋ ‖ｐ→‖２

Ｌ¥（０，Ｔ；（Ｈ２（Ω））２） ） ＋

　 　 Ｃｈ４ ∫Ｔ
０
（‖ｕｔｔ‖２

２ ＋ ‖ｕｔ‖２
２）ｄｔ ＋

　 　 Ｃτ ４（‖ｕｔｔｔ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）） ＋ ‖ｕｔｔｔｔ‖２

Ｌ¥（０，Ｔ；Ｌ２（Ω）） ） ＋

　 　 ‖∂ｔξ
１
２ ‖２

０ ＋ ‖ （ａ（Ｘ））
１
２ Ñξ

１
２ ‖２

０ ． （３１）
应用 Ｔａｙｌｏｒ’ｓ 展开易知

ξ１ ＝ Ｉｈｕ１ － ｕ１
ｈ ＝ Ｏ（τ ３ｕｔｔｔ），

注意到

ξ０ ＝ Ｉｈｕ０ － ｕ０
ｈ ＝ ０，

故有

‖∂ｔξ
１
２ ‖２

０ ＋ ‖（ａ（Ｘ）） １
２

Ñξ
１
２ ‖２

０ ≤

　 　 Ｃ（‖ ξ１ － ξ０

τ
‖２

０ ＋ ‖ ξ１ － ξ０

２
‖２

０） ≤

　 　 Ｃτ ４‖ｕｔｔｔ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｌ２（Ω）） ． （３２）

将式（３２） 代入式（３１），并注意 ａ０ ≤ ａ（Ｘ） ≤ ｂ０，可得

‖∂ｔξ ｎ－ １
２ ‖２

０ ＋ ‖ξ ｎ－ １
２ ‖２

ｈ ≤ Ｃ（ｈ４Ｆ２
１ ＋ τ４Ｆ２

２） ． （３３）
由于

‖ξｎ－ １
２ ‖２

ｈ ＝ １
４
‖ξｎ ＋ ξｎ－１‖２

ｈ ＝

　 　 １
４
（‖ξｎ‖２

ｈ ＋ ‖ξｎ－１‖２
ｈ） ＋ １

２
（Ñξｎ，Ñξｎ－１）， （３４）

（Ñξ ｎ，Ñξ ｎ－１） ≤ １
４
‖ξ ｎ‖２

ｈ ＋ ‖ξ ｎ－１‖２
ｈ ． （３５）

综合式（３３）、（３４） 和式（３５） 可得

‖∂ｔξ ｎ－ １
２ ‖２

０ ＋ ‖ξ ｎ‖２
ｈ ≤ Ｃ（ｈ４Ｆ２

１ ＋ τ ４Ｆ２
２） ． （３６）

即式（２５） 得证．

为了得到式（２６），在方程（２７） 第一式中令 ｗ→ｈ ＝ θ
→ｎ，易

得

‖θ
→ｎ‖２

０ ＝ （ａ（Ｘ） Ñξ ｎ，θ
→ｎ） ｈ ＋ （ａ（Ｘ） Ñη ｎ，θ

→ｎ） ｈ ＋

　 　 （ａ（Ｘ） Ñ∂ｔξ ｎ，θ
→ｎ） ｈ ＋ （ａ（Ｘ） Ñ∂ｔη ｎ，θ

→ｎ） ｈ －

　 　 （ ρ
→ｎ，θ

→ｎ） － （ａ（Ｘ） ÑＲｎ
３，ｗ

→
ｈ） ｈ ＝∶ ∑

６

ｉ ＝ １
Ｇｉ， （３７）

其中，Ｒｎ
３ ＝ ∂ｔｕｎ － ｕｎ

ｔ ＝ Ｏ（τ ２ｕｔｔｔ） ．
由引理１、Ｓｃｈｗａｒｚ和 ε⁃Ｙｏｕｎｇ不等式，并应用式（３６） 的

结论有

Ｇ１ ≤ Ｃ‖ξ ｎ‖２
ｈ ＋ ε‖θ

→
‖２

ｈ ≤

　 　 Ｃ（ｈ４Ｆ２
１ ＋ τ４Ｆ２

２） ＋ ε‖θ
→
‖２

０，

Ｇ２ ≤ （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ）） Ñη ｎ，θ
→ｎ） ｈ ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｕ‖２
０ ＋ ε‖θ

→
‖２

０ ．
当网格比 τ ＝ Ｏ（ｈ），利用逆估计有

Ｇ３ ≤ Ｃ‖ Ñ∂ｔξ ｎ‖２
０ ＋ ε‖θ

→
‖２

０ ≤

　 　 Ｃｈ －２（‖∂ｔξ ｎ＋ １
２ ‖２

０ ＋ ‖∂ｔξ ｎ－ １
２ ‖２

０） ＋ ε‖θ
→
‖２

０ ≤

　 　 Ｃ（ｈ２Ｆ２
１ ＋ τ４Ｆ２

２） ＋ ε‖θ
→
‖２

０，

Ｇ４ ＝ （（ａ（Ｘ） － ａ（Ｘ）） Ñ∂ｔη ｎ，θ
→ｎ） ｈ ≤

５２

马戈，胡双年．伪双曲方程一个非协调混合元方法超收敛分析



　 　 Ｃｈ２τ －１ ∫ｔｎ＋１
ｔｎ－１

‖ Ñη ｔ‖２
０ｄｔ ＋ ε‖θ ｎ‖２

０ ≤

　 　 Ｃｈ４ｕｔ‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；Ｌ２（Ω）） ＋ ε‖θ ｎ‖２

０，

Ｇ５ ＝ － （ ρ
→ｎ，θ

→ｎ） ≤

　 　 Ｃｈ４‖ｐ→‖２
Ｌ¥（０，Ｔ；（Ｌ２（Ω））２） ＋ ε‖θ

→ｎ‖２
０ ．

Ｇ６ ＝ （ÑＲｎ
３，θ

→ｎ） ｈ ≤ Ｃ‖ ÑＲｎ
３‖０‖θ ｎ‖０ ≤

　 　 Ｃτ ４‖ｕｔｔｔ‖Ｌ¥（０，Ｔ；Ｈ１（Ω）） ＋ ε‖θ ｎ‖２
０ ．

将上述 Ｇｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 代入式（３７），并取 ε 充分小，有

‖θ
→ｎ‖２

０ ≤ Ｃ（ｈ２Ｆ２
１ ＋ τ４Ｆ２

２） ． （３８）

再利用三角不等式可得式（２６） ．证毕．

４　 结语

对于单元空间对，如双线性元和 Ｎéｄéｌｅｃ’ｓ元构成的协

调元空间、正方形网格下的 Ｑｒｏｔ
１ 元和零阶 Ｒ⁃Ｔ 元等，结论仍

然成立．另外从证明过程知，若阻尼项 ａ（Ｘ） Ñｕｔ 中的 ａ（Ｘ）
为常数，中间变量全离散格式的超逼近 Ｏ（ｈ２ ＋ τ２） 显然成

立，如何就本文也得到这一结果，有待我们进一步研究．本
文的方法及所得的高精度结果对于伪双曲方程来说，就我

们所知是以往文献尚未报道的．
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