
DOI: 10．3969 / j．issn．1003-0972．2017．03．003

平面多体机械系统的随机稳定性及 Hopf 分岔分析
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摘 要: 首先建立平面多体机械系统的随机非线性动力学模型，得到 It 随机微分方程，求解了系统响应扩

散过程的转移概率密度函数相应的 FPK 方程．然后运用拟不可积 Hamilton 理论对平面多体机械系统进行 Hopf
分岔分析，利用 Lyapunov 指数和奇异边界理论对该系统的局部和全局稳定性分别进行讨论．最后通过模拟平稳

概率密度函数和联合概率密度函数的图像验证了理论结果．
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Abstract: Firstly，the stochastic nonlinear dynamic model of the multi-body mechanical system was established，

the It differentiation equation and the corresponding FPK equation of the response-transition probability density func-
tion with the diffusing process were obtained．Then，the Hopf bifurcation behavior of the planar multi-body mechanical
system was studied by using the quasi-nonintegrable Hamilton system theory．The conditions of local and global stability
of the system were discussed by largest Lyapunov exponent and boundary category．Finally，the functional image of sta-
tionary probability density and jointly stationary probability density were simulated to verify the theorectical results．
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0 引言
平面多体机械系统的动力学行为比较复杂且涉及许多

非线性问题，近年来，已有学者从理论和实验上对平面多体

机械系统作了分析．文献［1-3］对带有转动关节间隙影响的

平面多体机械系统进行了动力学研究，其分析过程存在诸

多限制，无法得到更理想的结果．通常情况下平面多体机械

系统的动态分析是在几乎理想的条件下进行的，而实际上

真正的机械系统会受到各种随机的和不可预测的扰动，这

些典型的随机激励会导致系统不稳定发生分岔行为，但随

机激励耗散系统对其规律的描述更接近实际情况．目前，应

用 Hamilton 理论体系对随机激励扰动下的平面多体机械

系统的动力学行为分析较少．而随机稳定性和分岔现象在

许多物理系统中被广泛应用，物理系统中非线性随机动力

学与控制的研究可表示成随机激励下耗散的 Hamilton 系

统，而 Hamilton 方程通常由 Lagrange 方程经 Legendre 变换

得到．文献［4］提出了一种广义的 Hamilton 方法来研究动

力系统在平衡点处的稳定性; 文献［5］运用 Hamilton 理论

研究了在谐和与宽带随机激励下拟可积哈密顿系统的最优

时滞控制; 文献［6］用拟不可积 Hamilton 系统随机平均法

分析了一类随机的 SIＲ 流行病模型的动力学行为．这些文

献为非线性随机动力学的运动规律做了很大的贡献，故研

究该平面多体机械系统在随机激励扰动下的动力学特性是

可行的．
文章首先由外激励引入随机项，建立其随机非线性动

力学模型，并得到 Hamilton 函数．然后，利用拟不可积 Ham-
ilton 理论得到 It 微分方程，运用乘积遍历性定理计算出了
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Lyapunov 指数［7］．由于漂移系数 m( H) 和扩散系数 σ2( H)

受随机参激的影响，经常会出现奇异边界．而扩散过程在边

界上的性态很大程度上决定整个扩散过程的性质，所以利

用 It 微分方程的边界类别对系统平凡解的全局稳定性做

出判断，即分析漂移系数与扩散系数的指数及特征标值在

边界领域的极限性态．根据奇异边界理论分析了边界类型，

得出了该系统全局稳定需满足的条件，在不同的参数条件

下分析了系统响应联合概率密度函数和平稳概率密度函

数，研究了该系统的随机 Hopf 分岔行为，最后分析了分岔

参数并展示其数值模拟图．

1 模型的建立

考虑到转子间隙摩擦和材料的不均匀以及外界随机因

素的影响，平面多体机械系统［3］ 会发生分岔行为．首先由外

激励引入随机项，将这些因素用高斯白噪声 ψ( t) 代替，其

中 ψ( t) 是零均值高斯白噪声矢量，2S 为高斯白噪声强度，

即满足:

E［ψ( t) ］ = 0，E［ψ( t) ψ( t + τ) ］ = 2Sδ( τ) ［8］，

建立其单自由度微分方程如下:

Mq¨ ( t) + Cq·( t) + Kq = Fqqψ( t) ， ( 1)

其中: M，C，K 为广义质量; q 为广义坐标列; Fq 是关于 q 和 q·

的函数．令 u = q·，v = q，C /M = m0，K /M = n，Fq /M = F，则

方程 ( 1) 可 模 型 化 为 Stratonovich 随 机 微 分 方 程，加 上

Wong-zakai 修正项转化为 It 随机微分方程，与原系统保守

力和阻尼项分别进行合并，修正项可分为保守部分与耗散

部分，其相应的 Hamilton 系统可化为:

v· = u，

u· = － m0u － nv + Fvψ( t) ，{ ( 2)

其中 v 和 u 分别是广义位移与广义动量，则系统 ( 2) 的

Hamilton 函数表示如下:

H( u，v) = 1
2
u2 + n

2
v2 ． ( 3)

因为与方程( 2) 相应的 Hamilton 系统是不可积的，则

Hamilton 函数是此不可积系统( 2) 中唯一的慢变过程．根据

拟不可积 Hamilton 系统的定义和性质，方程( 2) 弱收敛于

一维马尔可夫反应扩散过程［9］．基于随机平均法，可得方程

( 3) 的 It 随机微分方程:

dH = m( H) dt + σ( H) dB( t) ， ( 4)

其中m( H) 和σ( H) 分别是 It随机微分方程的漂移系数和

扩散系数，是通过方程( 2) 对时间做平均得到的． 计算时

m( H) 被看成常参数，B( t) 是标准Weiner过程，由拟不可积

Hamilton 随机平均法［10］ 可得:

m( H) = － m0H + 2SF2

3m0
H2， ( 5)

σ2( H) = 4SF2

3m0
H2 ． ( 6)

2 平面多体机械系统的随机稳定性

本节先讨论该随机系统的局部稳定性．It 微分方程的

Lyapunov 指数的定义如下:

λ = lim
t→!

1
t
ln ‖Z( t，z0 ) ‖． ( 7)

考虑单自由度拟不可积 Hamilton 系统( 2) ．先假设该系

统只含高斯白噪声参激，现通过计算最大 Lyapunov 指数来

判定该系统平凡解概率为 1渐近稳定的条件．为计算该系统

的 Lyapunov 指数，需将方程( 4) 在平凡解 H = 0 处线性化，

得

dH = m· ( 0) Hdt + σ· ( 0) HdB( t) ． ( 8)

由解线性 It 随机微分方程精确解析解［11］ 的方法得方

程( 7) 的解如下:

H( t) = H( 0) exp ∫
t

0
( m· ( 0) － ( σ· ( 0) ) 2 /2) ds( +

∫
t

0
σ· ( 0) dB( s) ) ， ( 9)

则系统( 2) 的最大 Lyapunov 指数为:

λ = lim
t→!

1
t
ln H

1
2 ( u，v) =

lim
t→!

1
2t
ln H( u，v) =

lim
t→!

1
2t

ln H( 0) + ∫
t

0
( m· ( 0) － ( σ· ( 0) ) 2 /2) ds( +

∫
t

0
σ· ( 0) dB( s) ) =

( m· ( 0) － ( σ· ( 0) ) 2 /2) /2 = －
m0

2
， ( 10)

由 Oselede 乘积遍历性定理［12］ 知，系统平凡解以概率 1 渐

近稳定的充要条件是: 最大 Lyapunov 指数 λ ＜ 0，则系统

( 2) 保持局部稳定的条件是 m0 ＞ 0．
因为乘积遍历性定理的 Lyapunov 指数只能识别系统

平凡解的局部稳定性，对其全局稳定性则不能判别．但漂移

系数 m( H) 和扩散系数 σ2( H) 在受随机参激时经常会出现

奇异边界，扩散过程在边界上的性态很大程度上会决定整

个扩散过程的性质．所以可利用方程( 4) 的边界类别对系统

平凡解的全局稳定性做出判断，即分析漂移系数与扩散系

数的指数及特征标值在边界领域的极限性态．主要分析扩

散过程的两个分界性态: 左边界 H→ 0 和右边界 H→ !．
当 H→ 0 时，漂移系数和扩散系数渐近收敛于式( 11) :

m( H) = － m0H + O( H) ，

σ2( H) = 4SF2

3m0
H2 + O( H2 ) ．{ ( 11)

则利用奇异边界理论的划分标准可知，方程( 4) 的左边界

是第一类奇异边界，计算相应系统左边界 H = 0 的扩散指

数 α l、漂移指数 β l 和特征标值 cl 分别如下:

α l = 2，β l = 1，

cl = lim
H→0 +

2m( H) Hα l－β l

σ2( H)
=

3m2
0

2SF2， ( 12)

故由该划分标准可知: 当 cl ＜ 1时左边界H = 0是吸引自然

的，当 cl = 1 时左边界 H = 0 是严格自然的，当 cl ＞ 1 时左

边界 H = 0 是排斥自然的，当左边界是吸引自然时位于状
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态空间内部的所有解曲线都渐近收敛到系统平凡解处．
同理，当 H→!时 σ2( H) = !，m( H) = !，右边界属于

第二类奇异边界，漂移系数和扩散系数分别渐近收敛于下

式:

m( H) → O( H2 ) ，σ2( H) → O( H2 ) ， ( 13)

则当 H→ !时计算系统右边界的扩散指数 αγ、漂移指数 βγ

和特征标值 cγ 分别如下:

αγ = 2，βγ = 2，cγ = lim
H→!

2m( H) | H | αγ －βγ

σ2( H)
， ( 14)

故当 βγ ＞ αγ － 1，m( + !) ＜ 0，H→ !时，右边界属于第二

类奇异边界是进入边界的．
综上所述，系统当左边界 H→ 0 时是吸引自然边界的，

当右边界 H → !时是进入边界，系统所有解曲线都从右边

界进入到系统内部被左边界吸引，左边界 H → 0 处此刻是

全局稳定的，并满足
3m2

0

2SF2 ＜ 1．

3 平面多体机械系统的随机 Hopf 分岔

稳定性是动力系统的基本要求，不稳定可能会导致整

个系统发生定性改变甚至瘫痪．研究平面多体机械系统的

随机 Hopf 分岔行为就是研究该系统在响应随参变量的变

化下发生的分岔现象．在随机 Hopf 分岔中有两种类型的分

岔: 一种是 D-分岔，用来研究系统的平稳响应概率密度，利

用 Lyapunov 指数的正负来判别; 另外一种是 P-分岔，用来

研究随机动态系统的联合概率密度，它取决于峰的个数、位
置及形状．研究一个二维随机动态系统的随机分岔，除了要

确定分岔参数，还要揭示分岔前后系统的性态．利用拟不可

积 Hamilton 系统随机平均法会使得随机分岔分析大大简

化．
由方程( 4) 生成的连续动态系统是以 H 为初值的唯一

强解，其生成的连续动态系统如下:

φ( t) H = H + ∫
t

0
m( φ( s) H) dH + ∫

t

0
σ( φ( s) H) °dB． ( 15)

当 m( 0) = 0，σ( 0) = 0 时，0 是 φ 的一个固定点，对此

固定点，°dB 是 Stratonovich 随机微分方程意义下的随机参

激
［8］．设 m( H) 有界，对所有 H≠ 0 满足椭圆性条件 σ( H)

≠ 0，保证了最多只有一个平稳概率密度，则与 It 方程( 4)

相应的 FPK 方程［13］ 求解如下:

f
t

= － 
H

( m( H) f) + 1
2
2( σ2( H) f)

H2 ， ( 16)

方程( 16) 的解为:

f( H) = Cexp － ∫
h

0

dσ2( t) /dt － 2m( t)
σ2( t)

dt( ) ， ( 17)

求解方程( 17) 的平稳概率密度为:

f( H) = CHη exp( － H) ， ( 18)

其中 η =
3m0

2

2SF2 － 2，C 是归一化常数．

当 H→ 0 时第一类奇异边界与方程( 4) 的漂移与扩散

系数之间的关系为

m( H) = O( Hβ l ) ，β l = 1，H→ 0，

σ2( H) = O( Hα l ) ，α l = 2，H→ 0，

cl = lim
H→0 +

2m( H) Hα l－β l

σ2( H)
．










( 19)

通过计算解得其稳态概率密度函数如下:

f( H) = O H－α lexp cl ∫
H

0
xβ l－α ldx( )( ) ，H→ 0． ( 20)

当 H→ 0，β l － α l = － 1 时，f( H) = O( Hη ) ，且

η = cl － α l =
3m0

2

2SF2 － 2，

C 是归一化常数．
求解系统的联合概率密度函数为:

f( u，v) = C
1
2
v2 + nu2

2( ) η

exp － 1
2
v2 + nu2

2( )( ) ，

( 21)

则由以上对系统平凡解的稳定性分析，可归纳为下述三种

情形:

⑴ 当 η ＜ － 1 时，f( H) 不可积，是一个 δ 函数;

⑵ 当 － 1 ＜ η ＜ 0 时，f( H) 可积，是单调递减函数，

存在非平凡概率密度，并在原点处取得最大值，同时发生第

一次分岔;

⑶ 当 η ＞ 0 时，f( H) 可积，存在非平凡概率密度，在

H≠ 0 处 f( H) 取得最大值并发生第二次分岔．
综上所述: 系统( 1) 在 η = 0 时发生了随机 P-分岔，在

η = － 1时发生了随机D-分岔，这两次分岔形成了原系统的

随机 Hopf 分岔．

4 数值模拟

图 1-3 是模拟平稳概率密度函数图和联合概率密度函

数图，反映了随机动力系统的分岔行为．取 n = 1，S = 0．5，F
= 0．5，在 η = 0附近，m0 为分岔参数，对分岔参数选取不同

的值进行数值模拟．

图 1 当 m0 = 0．3536，η = － 0．5 时

平稳概率密度和联合概率密度函数图

Fig． 1 Stationary probability density and jointly stationary
probability density when m0 = 0．3536，η = － 0．5

图 1、图2和图3表明，参数在m0 = 0．4082附近变化时，

平稳概率密度函数图像从单调递减函数变为单峰函数，而

联合概率密度函数图像在参数 m0 = 0．4082 附近变化时，图

像由单峰状变化为火山口状，说明系统发生了分岔行为．
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图 2 当 m0 = 0．4082，η = 0 时

平稳概率密度和联合概率密度函数图

Fig． 2 Stationary probability density and jointly stationary
probability density when m0 = 0．4082，η = 0．

5 结论

转子间隙摩擦和材料的不均匀以及外界随机因素的影

响，会使平面多体机械系统不稳定发生分岔行为，文章首先

建立该系统的随机非线性动力学模型，得到 It 随机微分方

程，且求出满足系统响应扩散过程转移概率密度函数的

FPK 方程．然后，运用拟不可积 Hamilton 理论对平面多体机

械系统进行 Hopf 分岔分析，利用 Lyapunov 指数和奇

图 3 当 m0 = 0．4564，η = 0．5 时

平稳概率密度和联合概率密度函数图

Fig． 3 Stationary probability density and jointly stationary
probability density when m0 = 0．4564，η = 0．5．

异边界理论对该系统的局部和全局稳定性分别进行讨论．
最后，针对系统的平稳概率密度函数 f( H) 和联合概率密度

函数 f( u，v) 在 η = 0，m0 为分岔参数时做出其数值模拟结

果．结合图像分析结果表明: 参数在 m0 = 0．4082 附近变化

时，平稳概率密度函数图像从单调递减函数变为单峰函数，

联合概率密度函数图像由单峰状变化为火山口状，系统发

生了分岔行为．
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