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一类具有 Ｌéｖｙ 噪音的随机竞争系统的最优收获策略
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（湖北民族学院 理学院，湖北 恩施 ４４５０００）

摘　 要：研究了一类具有 Ｌéｖｙ 噪音随机竞争系统的最优收获问题．通过随机分析方法证明了相应解的随

机一致有界性，进而针对给定的优化目标泛函，利用变分方法和对偶原理得到了收获策略的一个必要条件．
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０　 引言

随着人类社会的不断发展，环境的破坏和生态

资源的过度开采已经导致人类生存环境的恶化和

许多种群的灭绝．幸运的是，生态系统的良性循环

和生态资源的有效管理和利用，已成为人类共同关

注的问题．越来越多的生态学家和数学工作者开始

进行定性甚至定量的研究，其中各种各样的数学模

型被提出并得到深入研究，得到了许多精彩而有效

的结果．早期这方面的研究始于对于确定单种群模

型最优收获策略的研究［１，２］，接着相互作用的种群

系统的最优收获问题被广泛研究［３⁃５］ ．然而，现实

中，生态系统的演化不可避免地受到各种环境因素

的干扰，因此为了更准确地刻画真实的生态系统，
随机微分方程成了学者们首选的数学工具．近几年

来，由随机微分方程刻画的各种生态系统被广泛而

深入地研究［２］ ．然而，现有的绝大部分研究都是基

于白噪声的随机种群系统．众所周知，白噪声描述

的是各种温和的微小噪音的叠加，而对于剧烈的变

化尤其是环境的突变对生态系统的扰动，如山洪爆

发、地震灾害、瘟疫等，Ｌéｖｙ 噪音的刻画更贴近现

实．为此，由 Ｌéｖｙ 噪音刻画的生态系统开始受到学

者们的关注［６⁃８］ ．刘蒙等［７］ 研究了如下模型的渐近

行为．
ｄｘ１ ＝ ｘ１（ ｒ１ － ａ１１ｘ１ － ａ１２ｘ２）ｄｔ ＋

　 　 σ １ｘ１ｄＢ１ ＋ ∫
Ｂ
ｃ１（ｕ）ｘ１（ ｔ

－）Ｎ
～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｄｘ２ ＝ ｘ２（ ｒ２ － ａ２１ｘ１ － ａ２２ｘ２）ｄｔ ＋

　 　 σ ２ｘ２ｄＢ２ ＋ ∫
Ｂ
ｃ２（ｕ）ｘ２（ ｔ

－）Ｎ
～
（ｄｔ，ｄｕ），

（ｘ１（０），ｘ２（０）） ∈ Ｒ２
＋，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

其中：ｘｉ 表示种群密度；正常数 ｒｉ（ ｉ ＝ １，２） 代表种

群的内禀增长率；ｃｉ（ｕ） 为定义在 Ｂ 上的正函数；
Ｂ１（ ｔ），Ｂ２（ ｔ） 为实值标准布朗运动．Ｎ（ ｔ） 是一个泊

松计数测度，它在集合 Ｂ 上具有特征测度 λ（·），

Ｎ
～
（ｄｔ，ｄｕ） ＝ Ｎ（ｄｔ，ｄｕ） － λ（ｄｕ）ｄｔ，并且始终假设

Ｂ１（ ｔ），Ｂ２（ ｔ） 及 Ｎ（ ｔ） 相互独立．

１　 最优收获问题的提出

考虑如下收获系统：
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ｄｘ１ ＝ ｘ１（ｒ１ － ｈ１（ｔ） － ａ１１ｘ１ － ａ１２ｘ２）ｄｔ ＋

　 　 σ１ｘ１ｄＢ１ ＋ ∫
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ｃ１（ｕ）ｘ１（ｔ

－）Ｎ
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（１）

这里，ｈ（ ｔ）＝ （ｈ１（ ｔ），ｈ２（ ｔ）） 为收获量．进一步，设优

化目标泛函为：

Ｊ（ｈ（ ｔ）） ＝ Ｅ［∫Ｔ
０
ｅ －λｔ（ｘ２ｈ１（ ｔ） ＋ ｘ２ｈ２（ ｔ））ｄｔ］，

（２）
并设 Λ 为容许收获策略集．本文的目标是在集合 Λ

上最小化泛函 Ｊ（ｈ（ ｔ）），即寻求一个 ｈ
－ ＝ （ｈ

－
１，ｈ

－
２）

∈ Λ，使得

Ｊ（ｈ
－
） ＝ ｉｎｆ

ｈ∈Λ
Ｊ（ｈ） ． （３）

２　 解的一致有界性

引理 １　 设（ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ）） 是系统（１） 的解，则
存在正常数 Ｍ，使得

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ｘｐ
１（ ｔ） ＋ ｘｐ

２（ ｔ）］ ≤ Ｍ．

证明 　 由伊藤公式有

ｄｅｔ（ｘｐ
１ ＋ ｘｐ

２） ＝ ｅｔ｛ － ａ１１ｐｘｐ＋１
１ － ａ１２ｐｘｐ

１ｘ２ ＋

　 　 ｘｐ
１［１ ＋ ｐｒ１ － ｐ∫

Ｂ
ｃ１（ｕ）λ（ｄｕ） ＋

　 　
σ２

１

２
ｐ（ｐ － １） ＋∫

Ｂ
（（１ ＋ ｃ１（ｕ））ｐ － １）λ（ｄｕ）］ －

　 　 ａ２２ｐｘｐ＋１
２ － ａ２１ｐｘ１ｘｐ

２ ＋ ｘｐ
２［１ ＋ ｐｒ２ －

　 　 ｐ∫
Ｂ
ｃ２（ｕ）λ（ｄｕ） ＋

σ ｐ
２

２
ｐ（ｐ － １） ＋

　 　 ∫
Ｂ
（（１ ＋ ｃ１（ｕ）） ｐ － １）λ（ｄｕ）］｝ｄｔ ＋

　 　 ｅｔ［ｐｘｐ
１σ １ｄＢ１ ＋ ｐｘｐ

２σ ２ｄＢ２］ ＋

　 　 ｅｔ∫
Ｂ
［ｘｐ

１（（１ ＋ ｃ１（ｕ）） ｐ － １） ＋

　 　 ｘｐ
２（（１ ＋ ｃ２（ｕ）） ｐ － １）］Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ） ．

上式两边取期望即得：
Ｅ［ｅｔ（ｘｐ

１ ＋ ｘｐ
２）］ ＝ ｅｔ（ｘｐ

１（０） ＋ ｘｐ
２（０）） ＋

　 　 Ｅ［∫ｔ
０
ｅｓＧ（ ｓ）ｄｓ］ ．

注意到 Ｇ（ ｓ） ≤ Ｍ－ ，有
Ｅ［ｅｔ（ｘｐ

１ ＋ ｘｐ
２）］ ≤ ｅｔ（ｘｐ

１（０） ＋ ｘｐ
２（０）） ＋ Ｍ－ ｅｔ ．

从而有

Ｅ［ｘｐ
１ ＋ ｘｐ

２］ ≤ ｘｐ
１（０） ＋ ｘｐ

２（０） ＋ Ｍ－ ，

故有 ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ（ｘｐ
１（ ｔ） ＋ ｘｐ

２（ ｔ）） ≤ Ｍ．证毕．

类似地，可以得到如下引理．
引理 ２　 设（ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ）） 是系统（１） 的解，则

存在正常数 Ｋ，使得

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ｘ１（ ｔ）ｘ２（ ｔ）］ ≤ Ｋ．

３　 最优收获策略的必要条件

接下来，利用变分方法和对偶原理建立最优收

获策略的必要条件．

引理 ３　 设（ｈ
－
１，ｈ

－
２） 为系统（１） 的最优收获策

略，对任意正数 ε 及 Δｈｉ ∈Λ，进一步假设 ｈε
ｉ ＝ ｈ

－
ｉ ＋

ε△ｈｉ ∈Λ．设 ｘε
ｉ 为系统（１） 对应于 ｈε

ｉ 的解，则有 ｘε

→ ｘ－ ．
证明 　 记

ｚεｉ ＝
ｘε
ｉ － ｘ－ ｉ
ε

，ｉ ＝ １，２，

则系统（１） 可化为

ｄｚε１ ＝ （ ｒ１ｚε１ － ａ１１（ｘε
１ ＋ ｘ－ １） ｚε１ － ａ１２ｘε

２ ｚε１ －

　 　 ａ１２ ｘ
－
１ｚε２ － ｈε

１ ｚε１ － ｘ－ １△ｈ１）ｄｔ ＋

　 　 σ １ｚε１ｄＢ１ ＋ ∫
Ｂ
ｃ１（ｕ） ｚε１Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｄｚε２ ＝ （ ｒ２ｚε２ － ａ２１ｘε
２ ｚε１ － ａ２１ ｘ

－
１ｚε２ －

　 　 ａ２２（ｘε
２ ＋ ｘ－ ２） ｚε２ － ｈε

２ ｚε２ － ｘ－ ２Δｈ２）ｄｔ ＋

　 　 σ ２ｚε２ｄＢ２ ＋ ∫
Ｂ
ｃ２（ｕ） ｚε２Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｚε１（０） ＝ ｚε２（０） ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（４）

记

ｄｚε ＝ Ａｚεｄｔ ＋ Ａ′ｄｔ ＋ ＣｄＢ ＋ ∫
Ｂ
ＤＮ

～
（ｄｔ，ｄｕ），

（６）
其中

Ａ ＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，Ａ′ ＝

－ ｘ－ １Δｈ１

－ ｘ－ ２Δｈ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ － ｘ－ΔｈＴ，

Ｃ ＝
σ １ｚε１
σ ２ｚε２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，Ｄ ＝

ｃ１（ｕ） ｚε１
ｃ２（ｕ） ｚε２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

Ａ１１ ＝ ｒ１ － ａ１１（ｘε
１ ＋ ｘ－

１
） － ａ１２ｘε

２ － ｈε
１，

Ａ１２ ＝ － ａ１２ ｘ
－
１，Ａ２１ ＝ － ａ２１ｘε

２，

Ａ２２ ＝ ｒ２ － ａ２１ ｘ
－
１ － ａ２２（ｘε

２ ＋ ｘ－ ２） － ｈε
２ ．

注意到 ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［ ｜ Ａ ｜ ２］ ≤ Ｍ１，从而有

ｚε ＝ ∫ｔ
０
Ａｚεｄｔ ＋ ∫ｔ

０
Ａ′ｄｔ ＋ ∫ｔ

０
ＣｄＢ ＋
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　 　 ∫ｔ
０
∫
Ｂ
ＤＮ

～
（ｄｔ，ｄｕ），

‖ｚε‖２ ≤ ４ ‖ ∫ｔ
０
Ａｚεｄｔ‖

２
＋ ４ ‖ ∫ｔ

０
Ａ′ｄｔ‖

２
＋

　 　 ４ ‖ ∫ｔ
０
ＣｄＢ‖

２
＋ ４ ‖ ∫ｔ

０
ＤＮ

～
（ｄｔ，ｄｕ）‖

２
，

Ｅ［‖ｚε‖２］ ≤ ４Ｅ［‖ ∫ｔ
０
Ａｚεｄｔ‖

２
］ ＋

　 　 ４Ｅ［‖ ∫ｔ
０
Ａ′ｄｔ‖

２
］ ＋ ４Ｅ［‖ ∫ｔ

０
ＣｄＢ‖

２
］ ＋

　 　 ４Ｅ［‖ ∫ｔ
０
ＤＮ

～
（ｄｔ，ｄｕ）‖

２
］ ≤

　 　 ４Ｍ１ ∫ｔ
０
Ｅ［‖ｚε‖２］ｄｓ ＋ Ｌ（ ｔ），

即有

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［‖ｚε‖］ ≤ Ｅ［∫Ｔ
０
Ｌ′（ ｓ）ｅ４Ｍ１（ ｔ －ｓ）ｄｓ］，

于是 ｚε 关于 ε 一致有界．同时注意到

Ｅ［‖ｘε － ｘ－‖２］ ＝ Ｅ［‖ｚε‖２ε］，
从而得到

ｓｕｐ
ｔ∈［０，Ｔ］

Ｅ［‖ｘε － ｘ－‖２］ ≤ Ｋε → ０（ε → ０），

即 ｘε → ｘ－ ．同理可证，ｚε → ｚ．证毕．
同理，可得到如下引理．

引理４　 记 ｚεｉ ＝
ｘε
ｉ － ｘ－ ｉ
ε

，ｉ ＝ １，２，则有 ｚε → ｚ，其

中（ ｚ１，ｚ２） 满足如下方程

ｄｚ１ ＝ ｒ１ｚ１ － ２ａ１１ｘ
－
１ｚ１ － ａ１２ｘ

－
２ｚ１ － ｈ

－
１ｚ１ －

　 　 ａ１２ ｘ
－
１ｚ２ － ｘ－ １Δｈ１ ＋ σ １ｚ１ｄＢ１ ＋

　 　 ∫
Ｂ
ｃ１（ｕ） ｚ１Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｄｚ２ ＝ － ａ２１ｘ
－
２ｚ１ ＋ ｒ２ｚ２ － ａ２１ｘ

－
１ｚ２ － ２ａ２２ｘ

－
２ｚ２ －

　 　 ｈ
－
２ｚ２ － ｘ－ ２Δｈ２ ＋ σ ２ｚ２ｄＢ２ ＋

　 　 ∫
Ｂ
ｃ２（ｕ） ｚ２Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｚ１（０） ＝ ｚ２（０） ＝ ０．
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下面建立本文的主要结果．

定理 １　 设 ｈ
－ ＝ （ ｈ

－
１， ｈ

－
２） 为最优控制问题

（１） ⁃（３） 的最优收获策略，ｘ－ ＝ （ｘ－ １，ｘ
－
２） 为对应的最

优状态，则有

（ｅ －λｔ － ｐ１（ ｔ））ｘ
－
１（ ｔ）（ｈ１ － ｈ

－
１） ＋

　 　 （ｅ －λｔ － ｐ２（ ｔ））ｘ
－
２（ ｔ）（ｈ２ － ｈ

－
２） ≤ ０，

ｔ ∈ ［０，Ｔ］，∀ｈ ＝ ［ｈ１，ｈ２］ ∈ Λ．
证明 　 定义哈密尔顿泛函如下

Ｈ（ ｔ，ｘ，ｈ，ｐ，ｑ，ｒ） ＝ ｅ －λｔｈ１ｘ１ ＋ ｅ －λｔｈ２ｘ２ ＋

　 　 ｘ１（ ｒ１ － ｈ１ － ａ１１ｘ１ － ａ１２ｘ２）ｐ１ ＋ σ １ｘ１ｑ１１ ＋
　 　 ｘ２（ ｒ２ － ｈ２ － ａ２１ｘ１ － ａ２２ｘ２）ｐ２ ＋ σ ２ｘ２ｑ２２ ＋

　 　 ∫
Ｂ
ｃ１（ｕ）ｘ１ｒ１（ ｔ，ｕ）λ（ｄｕ） ＋

　 　 ∫
Ｂ
ｃ２（ｕ）ｘ２ｒ２（ ｔ，ｕ）λ（ｄｕ），

其共轭方程为

ｄｐ１ ＝ － （ｅ－λｔｈ
－
１ ＋ （ｒ１ － ｈ

－
１ － ２ａ１１ｘ

－
１ － ａ１２ｘ

－
２）ｐ１ －

　 　 ａ２１ ｘ
－
２ｐ２ ＋ σ１ｑ１１ ＋ ∫

Ｂ
ｃ１（ｕ）ｒ１）λ（ｄｕ））ｄｔ ＋

　 　 ｑ１１ｄＢ１ ＋ ｑ１２ｄＢ２ ＋ ∫
Ｂ
ｒ１（ｔ

－，ｕ）Ｎ
～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｄｐ２ ＝ － （ｅ－λｔｈ
－
２ ＋ （ｒ２ － ｈ

－
２ － ａ２１ｘ

－
１ － ２ａ２２ｘ

－
２）ｐ２ －

　 　 ａ１２ ｘ
－
１ｐ１ ＋ σ２ｑ２２ ＋ ∫

Ｂ
ｃ２（ｕ）ｒ２λ（ｄｕ））ｄｔ ＋

　 　 ｑ２１ｄＢ１ ＋ ｑ２２ｄＢ２ ＋ ∫
Ｂ
ｒ２（ｔ

－，ｕ）Ｎ
～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｐ１（Ｔ） ＝ ｐ２（Ｔ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

从而有

ｄｚ１（ｔ）ｐ１（ｔ） ＝ ｐ１｛［（ｒ１ － ｈ
－
１ － ２ａ１１ ｘ

－
１ － ａ１２ ｘ

－
２）ｚ１ －

　 　 ａ１２ ｘ
－
１ｚ２ － ｘ－１Δｈ１］ｄｔ ＋ σ１ｚ１ｄＢ１｝ ＋

　 　 ｚ１｛［－ （ｒ１ － ｈ
－
１ － ２ａ２１ ｘ

－
１ － ａ１２ ｘ

－
２
）ｐ１ ＋

　 　 ａ２１ ｘ
－
２ｐ２ － ｅ－λｔ ｈ

－
１ － σ１ｑ１１ －

　 　 ∫
Ｂ
ｃ１（ｕ）ｒ１λ（ｄｕ）］ｄｔ ＋ ｑ１１ｄＢ１ ＋ ｑ１２ｄＢ２｝ ＋

　 　 σ１ｚ１ｑ１１ｄｔ ＋ ∫
Ｂ
ｃ１（ｕ）ｒ１ｚ１λ（ｄｕ）ｄｔ ＋

　 　 ∫
Ｂ
（ｚ１ｒ１ ＋ ｃ１ｚ１ｐ１ ＋ ｃ１ｚ１ｒ１）Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ） ＝

　 　 （－ ａ１２ ｘ
－
１ｐ１ｚ２ ＋ ａ２１ ｘ

－
２ｐ２ｚ１ － ｐ１ ｘ

－
１Δｈ１ －

　 　 ｚ１ｅ
－λｔ ｈ

－
１）ｄｔ ＋ （σ１ｚ１ｐ１ ＋ ｑ１１ｚ１）ｄＢ１ ＋

　 　 ｑ１２ｚ１ｄＢ２ ＋ ∫
Ｂ
（ｚ１ｒ１ ＋ ｃ１ｚ１ｐ１ ＋ ｃ１ｚ１ｒ１）Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ），

ｄｚ２（ｔ）ｐ２（ｔ） ＝ ｐ２（ｔ）｛［－ ａ２１ ｘ
－
２ｚ１ ＋

　 　 （ｒ２ － ｈ
－
２ － ａ２１ ｘ

－
１ －

　 　 ２ａ２２ ｘ
－
２）ｚ２ － ｘ－２Δｈ２］ｄｔ ＋ σ２ｚ２ｄＢ２｝ ＋

　 　 ｚ２｛［ａ１２ ｘ
－
１ｐ１ － （ｒ２ － ｈ

－
２ － ａ２１ ｘ

－
１ －

　 　 ２ａ２２ ｘ
－
２）ｐ２ － ｅ－λｔ ｈ

－
２ － σ２ｑ２２ －

　 　 ∫
Ｂ
ｃ２（ｕ）ｒ１λ（ｄｕ）］ｄｔ ＋ ｑ２１ｄＢ１ ＋ ｑ２２ｄＢ２｝ ＋

　 　 σ２ｚ２ｑ２２ｄｔ ＋ ∫
Ｂ
ｃ２（ｕ）ｒ２（ｔ

－，ｕ）λ（ｄｕ） ＋

　 　 ∫
Ｂ
（ｚ２ｒ２ ＋ ｃ２ｚ２ｐ２ ＋ ｃ２ｚ２ｒ２）Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ） ＝

　 　 （－ ａ２１ ｘ
－
２ｐ２ｚ１ ＋ ａ１２ ｘ

－
１ｐ１ｚ２ － ｐ２ ｘ

－
２Δｈ２ －

４３３
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　 　 ｚ２ｅ
－λｔ ｈ

－
２）ｄｔ ＋ （ｒ２ｚ２ｐ２ ＋ ｑ２２ｚ２）ｄＢ２ ＋ ｑ２１ｄＢ１ ＋

　 　 ∫
Ｂ
（ｚ２ｒ２ ＋ ｃ２ｚ２ｐ２ ＋ ｃ２ｚ２ｒ２）Ｎ

～
（ｄｔ，ｄｕ）．

再注意到 ｚ 和 ｐ 的边界条件，易得

０ ＝ Ｅ［ ｚ（Ｔ）ｐ（Ｔ） － ｚ（０）ｐ（０）］ ＝

　 　 － Ｅ［∫Ｔ
０
（ｘ－ １ｐ１Δｈ１ ＋ ｘ－ ２ｐ２Δｈ２）ｄｔ］ －

　 　 Ｅ［∫Ｔ
０
ｅ －λｔ（ ｚ１ ｈ

－
１ ＋ ｚ２ ｈ

－
２）ｄｔ］ ．

由于 ｈ
－
为最优收获，从而有 Ｊ（ｈε） ≤ Ｊ（ｈ

－
），即

∫Ｔ
０
ｅ －λｔ（ｈε

１（ｘε
１ － ｘ－ １） ＋ ｘ－ １（ｈε

１ － ｈ
－
１） ＋

　 　 ｈε
２（ｘε

２ － ｘ－ ２） ＋ ｘ－ ２（ｈε
２ － ｈ

－
２））ｄｔ ≤ ０．

两边同时除以 ε，并取 ε → ０ 得

Ｅ［∫Ｔ
０
ｅ －λｔ（ ｚ１ ｈ

－
１ ＋ ｚ２ ｈ

－
２）ｄｔ］ ＋

　 　 Ｅ［∫Ｔ
０
ｅ －λｔ（ｘ－ １Δ ｈ

－
１ ＋ ｘ－ ２Δ ｈ

－
２）ｄｔ］ ≤ ０．

将

Ｅ［∫Ｔ
０
ｅ －λｔ（ ｚ１ ｈ

－
１ ＋ ｚ２ ｈ

－
２）ｄｔ］ ＝

　 　 － Ｅ［∫Ｔ
０
（ｘ－ １ｐ１Δｈ１ ＋ ｘ－ ２ｐ２Δｈ２）ｄｔ］，

代入上式并注意到Δｈ１ ＝ ｈ１ － ｈ
－
１，Δｈ２ ＝ ｈ２ － ｈ

－
２，∀ｈ

＝ ［ｈ１，ｈ２］ ∈ Λ，得

Ｅ［∫Ｔ
０
（ｅ－λｔ － ｐ１（ｔ）） ｘ－１（ｔ）（ｈ１ － ｈ

－
１）ｄｔ］ ＋

　 　 Ｅ［∫Ｔ
０
（ｅ－λｔ － ｐ２（ｔ）） ｘ－２（ｔ）（ｈ２ － ｈ

－
２）ｄｔ］ ≤０，

从而有

（ｅ －λｔ － ｐ１（ ｔ））ｘ
－
１（ ｔ）（ｈ１ － ｈ

－
１） ＋

　 　 （ｅ －λｔ － ｐ２（ ｔ））ｘ
－
２（ ｔ）（ｈ２ － ｈ

－
２） ≤ ０，

ｔ ∈ ［０，Ｔ］，∀ｈ ＝ ［ｈ１，ｈ２］ ∈ Λ．

４　 结语

本文基于变分方法和对偶原理建立了一类随

机竞争系统的最优收获策略的必要条件，相应结果

的数值实现将进一步研究．在后续的研究工作中，
将进一步讨论具有时滞及脉冲效应的种群生态系

统的最优收获问题．
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方壮，李祖雄．一类具有 Ｌéｖｙ 噪音的随机竞争系统的最优收获策略


