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一类具有时间依赖的病毒动力学模型

王 霞* ，郭淑利
( 信阳师范学院 数学与信息科学学院，河南 信阳 464000)

摘 要:研究了一类具有时间依赖的病毒动力学模型． 在引入基本再生率 Ｒ0的基础上，运用持久性理论，
证明了当 Ｒ0 ＞ 1 时，系统至少存在一个正周期解且病毒持续; 当 Ｒ0 ＜ 1 时，病毒清除．
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Analysis of a Time-dependent Virus Dynamics Model
Wang Xia* ，Guo Shuli

( College of Mathematics and Information Science，Xinyang Normal University，Xinyang 464000，China)

Abstract: A time-dependent virus dynamics model was considered． Based on introducing the basic reproduction
ratio，it was proved by applying the persistence theory that there exists at least one positive periodic solution and that
the virus persists when Ｒ0 ＞ 1，the virus will dies out if Ｒ0 ＜ 1．
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0 引言

近年来，基于传染病的周期性、季节性等特点，许多研

究者开始考虑具有时变系数的传染病模型，并通常选取周

期函数作为模型的参数［1-6］． 考虑到抗病毒治疗的时变性，

在常系数的病毒动力学模型［7-8］ 的基础上，本文选取时间

依赖函数作为模型参数，研究以下非自治病毒模型:
x( t) = λ( t) － μ( t) x( t) － β1 ( t) x( t) v( t) ，

y( t) = β1 ( t) x( t) v( t) － δ( t) y( t) ，

v( t) = b( t) y( t) － γ( t) v( t{ ) ，

( 1)

其中: x，y 及 v 分别表示健康细胞、被感染的细胞以及病毒

颗粒在 t 时刻的密度; 函数 λ( t) 表示健康细胞的输入率;

μ( t) ，δ( t) 表示健康细胞、被感染的细胞的死亡率; β1 ( t)
表示健康细胞接触病毒颗粒后被感染的速率; 被感染的细

胞死亡后产生的病毒颗粒速率为 b( t) ; 游离的病毒颗粒从

体内移除的比率为 γ( t) ，并且设函数 λ( t) ，μ( t) ，β1 ( t) ，

δ( t) ，b( t) ，γ( t) 为正的连续有界函数且有正的下界．

1 主要结果

首先，定义“染病”类为被感染的细胞或者病毒颗粒．

为得到无病平衡态，令 y( t) ≡ v( t) ≡ 0，则有
x( t) = λ( t) － μ( t) x( t) ． ( 2)

显然，系统( 1) 存在唯一的无病平衡态( x* ( t) ，0，0) ，

其中 x* ( t) 为系统( 2) 的正周期解，

x* ( t) = e －∫t0 μ( s) ds (
∫ ω0 λ( s) e∫

s
0
μ( θ) dθds

e∫
ω
0 μ( s) ds － 1

+

∫
t

0
λ( s) e∫

s

0
μ( θ) dθds) ．

根据文献［1］中的结果，引入系统的基本再生率． 为

此，将系统( 2) 在无病周期解( x* ( t) ，0，0) 处线性化，得到

以下系统:
y( t) = β1 ( t) x* ( t) v( t) － δ( t) y( t) ，

v( t) = b( t) y( t) － γ( t) v( t){ ．
( 3)

记

F( t) =
0 β1 ( t) x* ( t)( )0 0

，V( t) = δ( t) 0
－ b( t) γ( t( ))

，

则系统( 3) 可以改写为
u( t) = ( F( t) － V( t) ) u( t) ， u( t) = ( y( t) ，v( t) ) T ．

假设 Y( t，s) ，t≥ s为线性周期系统 T( t) = － V( t) T( t)
的解算子，则对任意 s∈ Ｒ，2 × 2 矩阵 Y( t，s) 满足
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d
dt Y( t，s) = － V( t) Y( t，s) ，t≥ s，Y( s，s) = I， ( 4)

其中 I 为 2 × 2 单位阵．

令 Cω 为所有 Ｒ 到 Ｒ2 上的 ω-周期函数全体构成的

Banach 空间，且具有最大值范数． 设 φ( s) ∈ Cω 为感染个体

在周期环境下的初始分布函数． 因此，定义下一代感染算子

L: Cω → Cω 的形式为

( Lφ) ( t) = ∫
+∞

0
Y( t，t － a) F( t － a) φ( t － a) da，

t∈ Ｒ，φ∈ Cω，则系统的基本再生率可以定义为

Ｒ ρ( L) ［1］．

令 W( t，λ) 为线性 ω-周期系统

W( t) = ( － V( t) + F( t)
σ

) W( t) ，t∈ Ｒ，

具有参数 σ∈ ( 0，+ ∞ ) 的单值矩阵． 由于 F( t) 非负且 －
V( t) 是合作的，由此可见 ρ( W( ω，σ) ) 为 σ∈ ( 0，+ ∞ ) 上

的连续且非增函数，且lim
σ→0

ρ( W( ω，σ) ) ＜ 1．

引理 1［1］ 下述命题成立:

( i) 若 ρ( W( ω，σ) ) = 1 存在正解σ0，则σ0 为算子 L的

一个特征值，且 Ｒ0 ＞ 0;

( ii) 若 Ｒ0 ＞ 0，则 σ = Ｒ0 为 ρ( W( ω，σ) ) = 1 的唯一

解;

( iii) 对于所有的 σ ＞ 0，Ｒ0 = 0 当且仅当 ρ( W( ω，σ) )

＜ 1．

其次，令ΦA ( ω) 以及 ρ( ΦA ( ω) ) 分别为线性ω-周期系

统

Q
·

( t) = A( t) Q( t) ， ( 5)

的单值矩阵和 ΦA ( ω) 的谱半径，则有以下引理．

引理 2［1］ 下述命题成立:

( i) Ｒ0 = 1 当且仅当 ρ( ΦF－V ( ω) ) = 1;

( ii) Ｒ0 ＞ 1 当且仅当 ρ( ΦF－V ( ω) ) ＞ 1;

( iii) Ｒ0 ＜ 1 当且仅当 ρ( ΦF－V ( ω) ) ＜ 1;

( iv) 若 Ｒ0 ＜ 1( Ｒ0 ＞ 1) ，

则无病平衡态( x* ( t) ，0，0) 是局部渐近稳定( 不稳定) 的．

定理 1 若 Ｒ0 ＞ 1，则存在常数 η ＞ 0 使得系统( 1) 具

有初 值 φ( 0) = ( φ1 ( 0) ，φ2 ( 0) ，φ3 ( 0) ) ，存 在 i = 2，3，

φi ( 0) ＞ 0 的任意解( x( t) ，y( t) ，v( t) ) 满足

lim
t→+∞

infy( t) ＞ η，lim
t→+∞

infv( t) ＞ η，

且系统( 1) 至少存在一个正周期解．

证明 记 X = Ｒ3
+ ，X0 = { φ = ( φ1，φ2，φ3 ) ∈ X: φi ( 0)

＞ 0，i = 2，3} ，X0 = X \X0 = { φ ∈ X: φ2 ( 0) = 0 或

φ3 ( 0) = 0} ． 显然，X0 为 X 的一个开集，X 为 X 的边界．
令 u( t，φ) 为系统( 1) 具有初值 u0 ( φ) = φ 的唯一解，

Φ( t) φ = ut ( φ) 且 P: X→ X 为系统( 1) 相对应的庞加莱映

射，也即φ∈ X，

P( φ) = uω ( φ) = ( x( ω，φ) ，y( ω，φ) ，v( ω，φ) ) ． ( 6)

对所有 t≥0，易得Φ( t) ( X0 )  X0 ． 由引理1 以及系统

( 1) 非负解的一致最终有界性，可知 P: X→ X 是点耗散的．

定义 Ω = { φ∈ X0 : Φ( t) φ∈ X0，t≥ 0} ，D = { φ
∈ X: φ2 = φ3 = 0} ．

下证Ω = D． 为此，先证明DΩ ． 事实上，对任意的φ

∈ D，定义 z( t) ∈ C( Ｒ + ，Ｒ3
+ ) 使得 zi ( t) ≡ 0，t≥ 0，i =

2，3．

令 z1 ( t) 为 z1 ( t) = λ( t) － μ( t) z1 ( t) ，对 t≥0 且 z1 ( 0)

= φ1 ( 0) 的解，则 z( t) 为系统( 1) 通过 φ 的一个解． 由解的

存在唯一性，有 u( t，φ) = z( t) ，t≥ 0，因此 D Ω ．
其次证明 Ω  D，对任意 ψ = ( ψ1，ψ2，ψ3 ) ∈ Ω，要证

ψ2 = ψ3 ≡ 0． 为此，假设存在一个 t0 ＞ 0 使得( i) ψ2 ( t0 ) ＞
0，ψ3 ( t0 ) = 0 或( ii) ψ2 ( t0 ) = 0，ψ3 ( t0 ) ＞ 0．

对于情形( i) ，由系统( 1) 的第三个方程得，ψ3 ( t0 ) =
b( t0 ) ψ2 ( t0 ) － γ( t0 ) ψ3 ( t0 ) = b( t0 ) ψ2 ( t0 ) ＞ 0． 根据解对

初值的连续依赖性，易证得 ψ2 ( t) ＞ 0 且 ψ3 ( t) ＞ 0，t ＞
t0 ．

进一步，对所有 t ＞ t0，ψ3 ( t) ＞ 0 蕴含着 u2 ( t，ψ) ＞ 0
及 u3 ( t，ψ) ＞ 0． 因此，对任意 t ＞ t0，有 u( t，ψ) ∈ X0 ． 从而

对任意 ψ∈ Ω \D，必存在 n( ω) ＞ t0 使得 Pn ( ψ)  Ω ． 因

此 Ω  D．
对于情形( ii) ，由系统( 1) 的第二个方程及引理 1 得，

ψ2 ( t0 ) = β1 ( t0 ) ψ1 ( t0 ) ψ3 ( t0 ) － δ( t0 ) ψ2 ( t0 ) =
β1 ( t0 ) ψ1 ( t0 ) ψ3 ( t0 ) ＞ 0．

类似于( i) ，可得 Ω  D．

记 M0 = ( x* ( t) ，0，0{ }) ，其中 x* ( t) 为系统( 2) 的一

个正的周期解． 令

Mε ( t) =
－ δ( t) β1 ( t) ( x* ( t) － ε)

b( t) － γ( t( )
)

． ( 7)

由引理2，可得Ｒ0 ＞ 1 等价于 ρ( ΦF－V ( ω) ) ＞ 1，再由解

关于参数 ε 的连续性，得到 lim
ε→0 +

ΦMε
( ω) = ΦF－V ( ω) ．

与此同时，由矩阵谱的连续性［9］ 可得，

lim
ε→0 +

ρ( ΦMε
( ω) ) = ρ( ΦF－V ( ω) ) ．

因此，存在常数 ε1 ＞ 0 使得 ρ( ΦMε
( ω) ) ＞ 1，ε ∈［0，

ε1］．

由于 lim
φ→M0

( Φ( t) φ －Φ( t) M0 ) = 0，在 t∈［0，ω］内一致

地成立，则存在充分小的常数 δ1 ＞ 0 使得 φ － M0 ≤ δ1，

x( t，φ) ≥ x* ( t) － ε1，t∈［0，ω］． 再证明

lim
n→∞

sup Φ( nω) φ － M0 ≥ δ1，φ∈ X0 ．

若不然，则存在ψ 使得 lim
n→∞

sup Φ( nω) ψ － M0 ＜ δ1 ．

因此存在 N1 ＞ 0 使得

Φ( nω) ψ － M0 ＜ δ1，n≥ N1 ．

对任意 t≥ N1ω，则

y( t) ≥ β1 ( t) ( x* ( t) － ε1 ) v( t) － δ( t) y( t) ，

v( t) = b( t) y( t) － γ( t) v( t){ ．
( 8)

考虑比较系统
y( t) = β1 ( t) ( x* ( t) － ε1 ) v( t) － δ( t) y( t) ，

v( t) = b( t) y( t) － γ( t) v( t{ ) ，
( 9)
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以及线性系统
U( t) = Mε1 ( t) U( t) ． ( 10)

根据文献［10］中的引理 2． 1，于是存在一个正的 ω-周

期函数 θ( t) 满足 U( t) = ehtθ( t) 为系统( 10) 的一个解，其

中 h = 1
ω
ln( ρ( ΦMε1

( ω) ) ) ＞ 0． 由 ρ( ΦMε1
( ω) ) ＞ 1，因此

当 t→+ ∞ 时，有 U( t) = ehtθ( t) →+ ∞ ．
对任意非负初值 φ∈ X0，当 t≥ t0 时，Φ( t) φ∈ X0，则

存在一个整数 N2 ≥ N1 及一个正数 η1 ＞ 0 使得

( y( N2ω) ，v( N2ω) ) ≥ η1U( 0) = η1θ( 0) ．

根据标准的比较定理［11］，有

( y( t + N2ω) ，v( t + N2ω) ) ≥ η1U( t) ，t≥ 0．
因此，当 t→+ ∞ 时，y( t) →+ ∞ 及 v( t) →+ ∞ ． 此与解的

有界性相矛盾．
由以上讨论可知，M0 为一个孤立点集，且 Ws ( M0 ) ∩

X0 = ，其中 Ws ( M0 ) 为 M0 的稳定流形． 显然，Ω 上的每

一个轨道均趋于 M0，且 M0 是 Ω 上唯一不变集．

根据非循环覆盖定理［12］，可得 P: X→ X 关于( X0，X0 )

是一致持续的． 由文献［12］中的定理 3． 1． 1 可知，周期半流

Φ( t) : X→ X 关于( X0，X0 ) 也是一致持续的． 因此，若存在

某个 i∈ { 2，3} ，使得 φi ( 0) ＞ 0，则 y( t，φ) ＞ 0 且 v( t，φ)

＞ 0． 即，存在 η ＞ 0 使得系统( 1) 具有初值 φ∈ { φ∈ X: φi

≠ 0，对某个 i∈ { 2，3} } 的解( x( t，φ) ，y( t，φ) ，v( t，φ) ) 满

足

lim
t→∞

infy( t) ＞ η，lim
t→∞

infv( t) ＞ η．

从而可知庞加莱映射 P存在不动点 φ* ∈X0 ． 由此，通过φ*

的解 u( t，φ* ) = ( x( t，φ* ) ，y( t，φ* ) ，v( t，φ* ) ) 是一个正

的 ω-周期解． 证毕．
定理2 若Ｒ0 ＜ 1，则系统( 1) 的无病周期解( x* ( t) ，0，

0) 是全局渐近稳定的．
证明 只需证明当 Ｒ0 ＜ 1 时，( x* ( t) ，0，0) 是全局吸引

的． 由引理2，ρ( ΦF－V ( ω) ) ＜ 1． 因此，可选取充分小的 ε' ＞
0 使得 ρ( Φ槇Mε' ( ω) ) ＜ 1，其中

槇Mε' =
－ δ( t) β1 ( t) ( x* ( t) + ε')

b( t) － γ( t( )
)

．

根据解关于参数 ε' 的连续性，有

lim
ε'→0 +

Φ槇Mε' ( ω) = ΦF－V ( ω) ，

以及矩阵谱的连续性

lim
ε'→0 +

ρ( Φ槇Mε' ( ω) ) = ρ( ΦF－V ( ω) ) ．

因此，存在 ε' ＞ 0 使得 ρ( Φ槇Mε' ( ω) ) ＜ 1． 相应地，存在

N3 = N3 ( ε') 使得 x( t) ≤ x* ( t) + ε'，t≥ N3ω． 于是，对

于 t≥ N3ω，则有

y( t) ≤ β1 ( t) ( x* ( t) + ε') v( t) － δ( t) y( t) ，

v( t) = b( t) y( t) － γ( t) v( t){ ．
( 11)

由文献［10］可知存在正的ω-周期函数 θ
～
( t) 使得w

～
( t)

= elt θ
～
( t) 为系统 w

～
( t) = M

～
ε' ( t) w

～
( t) 的一个解，其中 l =

1
ω
lnρ( ΦM～ ε' ( ω) ) ＜ 0． 由于 ω 周期函数 θ

～
( t) 的有界性，可

得当 t → ∞ 时，w
～
( t) → 0． 类似于定理 1，则有 lim

t→∞
( y( t) ，

v( t) ) = ( 0，0) ，所以由周期半流的渐近性理论［12］ 可得

lim
t→∞

( x( t) － x* ( t) ) = 0．

从而无病周期解( x* ( t) ，0，0) 是全局吸引的． 证毕．

2 结论

本文基于病毒感染和治疗的时变性以及抗逆转录药物

( 逆转录酶抑制剂和蛋白酶抑制剂) 药效的可变性，主要研

究了具有时变系数的非自治病毒动力学模型． 运用周期系

统的持久性理论以及下一代感染算子的方法，推导出一般

非自治病毒动力学系统持久生存的充分条件和病毒清除的

充分条件．
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