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“步幅常数”型随机算法收敛性分析
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　　摘　要　研究了步幅为常数的随机算法: H k+ 1= H k + Λ(P k - F kH k ) ,得到了一弱收敛定理,确

定了收敛点与步幅 Λ之间的关系 1
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　　步幅 Λ为常数的随机算法:

H k+ 1= H k + Λ(P k- F k·H k) (1)

在适应滤波及估计上有着广泛的应用,因此对 (1)式

收敛性的研究具有深远的意义。本文就是对 (1)式的

收敛条件进行研究,得到了一弱收敛定理。

记 R = E (F k) , P = E (P k) , H 3 满足 R·H 3 = P

　　定理　设 F i 是N ×N 正定对称矩阵, P i 是N ×

1随机向量,如果存在一正整数M ,使得

B 0)　M >
N
12

,

B 1)　{ (P i, F i) : i≤k }与{ (P j , F j ) : j≥k + M }对

任意 k 是平稳且独立的;

B 2)　E (‖F k‖nM ) < ∞, Π n≤12;

B 3)　E (ûP kû 4+ Ε) < ∞,

则存在一对实正数 (Λ0, Β)使得由 (1)定义的H k 满足

lim
k→∞

supE (ûH k- H 3 û 2)≤ΒΛ, Π Λ≤Λ0.

定理对当 F k , P k 的适当矩存在时,给出了迭代值

的均方误差与迭代步幅的关系。定理的条件B 0 至B 3

具有可验证性及反映数据概率统计特性,其实际意义

可见一斑。

记V k= H k- H 3 , Z k= P k - F k·H 3 .

U k, t

△
( I - ΛF t)⋯ (I - ΛF k+ 1) , t≥k ,

U k, t= I , t= k (2)

则 E (Z k) = 0,V k+ 1= (I - ΛF k)V k+ ΛZ k.

　　由 (2)可知　V k = U 0, k·V 0+ Λ∑
k

j= 1
U j , kZ j.

　　记W k= U 0, kV 0, hk= Λ∑
k

j= 1
U j , kZ j ,则

V k= W k+ hk

要证明定理,先证如下两个引理

引理 1若 (1)式所定义的H k 满足如下条件:

　　①对Π k> 0,序列{F i, i≤k }与{F j , j≥k + M }是

独立 1
　　②E (‖F k‖nM ) < ∞, Π n≤12,则对Π p > 0,存在

一正数对 (Λ,L )使得Π Λ≤Λ0,

E (‖U r, r+ p‖12)

≤û1- 12ΛE (Κm in (∑
r+ p

i= k+ 1
F i) ) û+ L Λ2

　　证明　由U r, r+ p的定义可知

‖U r, r+ p‖≤‖I - Λ∑
r+ p

i= r+ 1
F i1‖

+ Λ2{Λq- 2‖F i1‖···‖F iq‖} (3)

这里 2≤q≤p , i,⋯, iq 是大于 r 小于等于 r+ p 的不

同的整数。则

E (‖U r, r+ p‖12)≤E (‖I - Λ∑
r+ p

t= r+ 1
F i‖12

+ Λ2E {Λk (q- 2)‖F i1‖k⋯‖F iq‖k·

·‖I - Λ∑
r+ p

i= r+ 1
F i‖12- k} (4)

这里 1≤k≤12,因为

‖I - ΛF i‖≤1+ Λ‖F i‖ (5)

所以 (4)式后一项括号中的项由多项式

∑Λm E (‖F i1‖
k⋯‖F ip
‖k·‖F i‖n) (6)
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所控制。这个多项式的系数是矩

E (‖F i1‖
p 1⋯‖F ik
‖p k ) , p 1,⋯, p k≤12 (7)

这里所有整数 i1,⋯, ik 是互不相同的,且最高指数是

12。在 (7)中,把下标 i1,⋯, ik 分成M 组,每组G j 的内

部各下标相差M ,则由Ho ldier不等式

E (‖F i1‖
p 1⋯‖F ik
‖p k )

≤[ 0
M

j= 1
E ( 0

i∈Gj

‖F i‖p iM ) ]
1

M (8)

由B 1知

E (‖F i1‖p 1⋯‖F ik
‖p k )

≤ 0
M

j= 1
0

i∈Gj

[E (‖F i‖) p iM ]
1

M (9)

由 (9)及B 2知形如 (7)的所有矩

E (‖F i1‖
p 1⋯‖F ik
‖p k ) < ∞, Π p 1,⋯, p k≤12

(12)

因为 Λ是有界的,所以多项式 (6)本身是有界的。故对

一些正的固定的常数L 1

E (‖U r, r+ p‖12) < E (‖I - Λ∑
r+ p

i= r+ 1
F i‖) + L 1Λ2

(11)

记　y p
r = ∑

r+ p

i= r+ 1
F i (12)

Ξ表示样本空间中任意一点, p (dΞ)表示概率测度,则

有

E (‖I - Λy p
r‖12) =∫8‖I - Λy p

r‖12p (dw )

≤∫{Ξ: Λ‖y p
r‖≥1}

[1 - ΛΚm in (y p
r ) ]12p (dw )

+∫{Ξ: Λ‖y p
r‖≥1}

(2Λ‖y p
r‖) 12p (dw ) (13)

则

E (‖I - Λy p
r‖12≤E { (1- ΛΚm in (y p

r ) ) 12}

+ (2Λ) 12E (‖y p
r‖12) (14)

把 (10)的结果用于 (12) ,可得对一些正数L 2

E (‖y p
r‖k)≤L 2, Π k≤12 (15)

故

E { (1- ΛΚm in (y p
r ) 12) }

　≤û1- 12ΛE (Κm in (y p
r ) ) + C 2

12Λ2E (‖y p
r‖12)

　+ ⋯+ Λ2E (‖y p
r‖12) û (16)

由 (14)及 (16)知:存在L 3> 0,使得对Π r, Π Λ≤Λ0,

E (‖I - Λy p
r‖12)≤û1- 12ΛE (Κm in (y p

r ) ) û+ L 3Λ2

(17)

选择L = L 1+ L 3 即可得

E (‖U r, r+ p‖12)

≤û1- 12ΛE (Κm in (∑
r+ p

i= r+ 1
F i) ) û+ L Λ2 证毕

因 F i 为正定矩阵,故存在 ∆0,对Π p > 0,

E (Κm in (y p
r ) )≥∆0> 0 (18)

由 (18)式及引理 1的条件选取 P = M ,则可得存在一

正数对 (∆, Λ2) , ∆Λ0< 1,对Π r, Π Λ≤Λ0

E (‖U r, r+ p‖12)≤1- ∆Λ (19)

　　引理 2　若假定B 0- B 3成立,则

Λ- 1E (ûhkû 2)

≤Λ[G 1 (Λ) + G 2 (Λ) + G 3 (Λ) + G 4 (Λ) ] (20)

这里　G 1 (Λ) = a1 [1- r (Λ) q1 ]- 1+ b1;

　G 2 (Λ) = Λa2 [1- r (Λ) q2 ]- 2;

　　　+ Λb2 [1- r (Λ) q2 ]- 1+ ΛC 2;

　G 3 (Λ) = a3 [1- r (Λ) q3 ]- 1;

　G 4 (Λ) = a4, r (Λ) = (1- ∆Λ)
1

3M < 1 (21)

其中 a1, a2, a3, a4, b1, b2, c2, q1, q2, q3是给定的常数。

　　证明　记

S
△

{ ( j , k ) , j = 1, 2,⋯, t- 1, k = 2, 3,⋯, t, k >

j };

S 2
△

{ ( j , k )∈S : k≥j + M , j≤t- 2M };

S 3
△

{ ( j , k )∈S : k< j + M , j≤t- 2M };

S 4
△

{ ( j , k )∈S : j > t- 2M } (22)

由 h t

△
Λ∑

t

j= 1
U j , tZ j 知

E (ûh tû 2) = Λ2∑
t

j= 1
E (ûU j , tz j û 2)

　　+ 2Λ2∑
(j , k)∈S

E (ûZ T
j U T

j , tU k, tZ kû (23)

T 表示转置,由 Schw ary不等式有

∑
t

j= 1
E (ûU j , tZ j û 2)≤∑

t

j= 1
{E (‖U j , t‖4) E (ûZ j û 4}

1
2

(24)

由B 2,B 3知存在常数B ,使得 E (ûZ j û 4)≤B < ∞ (25)

由 (23) , (24) ,式知

∑
t

j= 1
E (ûU j , tZ j û 2≤∑

t

j= 1
{r (Λ) t- jB }

1
2

≤[2M + (1- r (Λ)
1
2 ) - 1 ] 3

△
G 1 (Λ) (26)

现考虑 (23)式的第二部分

记 2 2 △

( j , k)∈s2
E (Z T

j U T
j , tU R , tZ k ) ;

　2 3 △

( j , k)∈s3)
E (Z T

j U T
k, tU k, tZ k) ;

　2 4 △

( j , k)∈s4
E (Z T

j U T
j , tU k , tZ k ) ;
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下证 2 2的有界性

E (Z T
j U T

j , tU k, tZ k) = E (Z T
j U T

j , j+ M - 1U T
j+ M - 1, tU k, tZ k)

(28)

设U T
j , j+ M - 1= I + y j (29)

因在 S 2 中 k≥j + M ,由B 1的独立性及 (28)知

E (Z T
j U T

j , tU k, tZ k) = E (Z T
j )·E (U T

j+ M - 1, tU k, tZ k)

+ E (Z T
j Y jU T

j , j+ m - 1U k , tZ k) (30)

而由 E (Z k) = 0知

E (Z T
j U T

k, tZ k) = E (Z T
j y jU T

j+ M - 1, tU k , t·Z k) (31)

由定义 (29)式知

　　‖y j‖≤2 {Λp‖F i1‖⋯‖F ip‖项} (32)

1≤p < M - 1, i1,⋯, ip 是互不相同的整数。

由引理 1中的 (10)式知存在一常数 c1,使得

E (‖y j‖4)≤c4
1Λ4, Π Λ≤Λ0 (33)

对 (31)式利用Ho ldier不等式知

E (Z T
j U T

j , tU k, tZ k) = E (Z T
j y jU T

j+ m - 1, tU k , tZ k)

≤{E (ûZ j û 4ûZ kû 4)·E (‖y j‖4)·

·E (‖U j+ H - 1, t‖4·E (‖U k, t‖4) }
1
4 (34)

因 Z j , Z k 在 S 2 中是独立的,由 (33) , (34)及 (25)得

ûE (Z T
j U T

j , t·U k, tZ kû

≤ B Λc1{E (‖U j+ M - 1, t‖4)·E (‖U k, t‖4}
1
4

(35)

由 (35)式知

û2 2û≤ 1
2 G 2 (Λ) (36)

G 2 (Λ) = Λ·2c1 B {M 2+ (1- r (Λ)
1
4 ) - 2

　　+ 2M (1- r (Λ)
1
4

- 1
} (37)

下证 2 3的有界性,由Ho ldier不等式

û2 3û≤ ∑
(j , k)∈S 3

{E (ûZ j û 4·E (ûZ kû 4)·

·E (‖U j , t‖4)·E (‖U k·t‖4) }
1
4 (38)

由 (25)式得

û2 3û≤ ∑
(j , k)∈S 3

B (r (Λ) ) t- j (39)

再求和知

û2 3û≤ 1
2 G 3 (Λ) (40)

G 3 (Λ)
△

2M B (1- r (Λ)
1
4 ) - 1 (41)

再证 2 4的有界性

由Ho ldier不等式

û2 4û≤∑
(j , k)∈s4

3 = 2M B
△ 1

2 G 4 (Λ) (42)

从而û ∑
(j , k)∈S

E (Z T
j U T

j , kU k , tZ k ) û≤ 1
2

(G 2 (Λ) + G 3 (Λ) +

G 4 (Λ) ) ,即

　　Λ- 1E (ûh iû 2)

≤Λ[G 1 (Λ) + G 2 (Λ) + G 3 (Λ) + G 4 (Λ) ] (43)

引理 2得证.

　　定理的证明

　　第一步,证 lim
k→∞

E (ûW kû 2) = 0

　　现把[ j , t ]分成三部分

# 1 = { j + 1,⋯, j + M }∪{ j + 2M + 1,⋯, j + 3M }

∪⋯;

# 2 = { j + M + 1,⋯, j + 2M }∪{ j + 3M + 1,⋯, j

+ 4M }∪⋯;

# 3= { j + 2nM + 1, j + 2nM + 2, ⋯, t}, 这里 n =

[
t- j
2M

] (44)

由U k, t的定义知

U j , t= U m , t·U r,m·U j , r, j≤r≤m≤t (45)

E (‖U j , t‖4= E [ 0
n- 1

i= 0
(‖U j+ 2iM , j+ (2i+ 1)M‖4·

·‖U j+ (2i+ 1)M , j+ (2i+ 2)M‖4)·‖U j+ 2nM , t‖4 ] (46)

由Ho ldier不等式得

E (‖U j , t‖4)≤{E ( 0
n- 1

i= 0
‖U j+ 2iM , j+ (2i+ 1)M‖12}

1
3·

·{E (‖U j+ 2nM , t‖12) }
1
3·

·{E ( 0
n- 1

i= 0
‖U j+ (2i+ 1)M , j+ (2i+ 2)M‖12) }

1
3 (47)

由假定B 1的M - 无关性及 # 2、# 2 的结构知

E (‖U j , t‖4)≤{ 0
n= 1

i= 0
E (‖U j+ 2iM , j+ (2i+ 1)M‖12) }

1
3·

·{E‖U j+ 2nM , t‖12) }
1
3·

·{ 0
n= 1

i= 0
E (‖U j+ (2i+ 1)M , j+ (2i+ 2)M‖12) }

1
3 (48)

由 (19)式知

E (‖U j , t‖4)

≤{ 0
n- 1

i= 0
(1- ∆Λ) }

1
3 (1- ∆u)

1
3·{ 0

n- 1

i= 0
(1- ∆Λ) }

1
3

= (1- ∆Λ)
1
3

(2n+ 1) (49)

由 Schw arz 不等式

E (ûW kû 2)≤{E (‖U 0, k‖4) }
1
2·{E (ûV 0û 4) }

1
2

≤ (r (Λ) k)
1
2·{E (ûV 0û 4) }

1
2

而 r (Λ) = (1- ∆Λ)
1

3M < 1,所以 lim
k→∞

E (ûW kû 2) = 0.

　　第二步,存在一正数 Β1 使得

lim
k→∞

Λ- 1E (ûhkû 2≤Β1,

由 (19)式知

　　 lim
k→∞

Λ[1- r (Λ) q ]- 1< ∞, Π q> 0

则

Λ- 1E (ûhkû 2≤Λ[G 1 (Λ) + G 2 (Λ)
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+ G 3 (Λ) + G 4 (Λ) ]≤Β1,

从而 E (ûV kû 2)≤2E (ûW k û 2) + 2E (ûhkû 2) ,则

lim
k→∞

supE (ûv kû 2)

　　≤2lim
k→∞

supE (ûhkû 2)

　　≤2Β1Λ
△

ΒΛ
定理得证。
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Studies on the Convergence of Stochast ic

A lgo rithm fo r the Con stan t Step Size
J ia Yuanqiang　Yang Hongzh i
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Abstract　T he stochast ic a lgo rthm fo r the con stan t step size H k+ 1= H k + Λ(p k - F kH k )

is d iscu ssed and a theo rem of w eak convergence is p roved.
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